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Sammanfattning

Denna uppsats ar ett forsok att beskriva hur man kan formulera den
traditionella mangdteorin konstruktivt. En del ickekonstruktiva axiom
maste bytas ut mot alternativa varianter. Den teori som uppkommer &r Pe-
ter Aczels konstruktiva Zermelo-Fraenkel. Det konstruktiva i teorin ritt-
fardigas genom tolkning i Martin-Lofs typteori.
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1 Inledning

Syftet med denna uppsats dr att beskriva hur man kan modifiera Zermelo-
Fraenkels klassiska méngdteori, hddanefter kallad ZF, enligt ett konstruktivis-
tiskt synsétt. En méngdteori CZF, beskriven i (Aczel 1978) och vidareutvecklad
i (Aczel 1982)) och (Aczel 1986)), definieras och det konstruktiva i teorin réttfar-
digas genom Aczels 6versidttning till Martin-Lofs typteori.

Den tilltédnkte ldsaren bor kunna forsta ordningens predikatlogik. Dessutom
skadar det inte med viss kinnedom om Zermelo-Fraenkels méangdteori, konstruk-
tiv matematik och Martin-Lofs typteori, &ven om dessa omraden kortfattat be-
skrivs 1 uppsatsen. Forslag till lisning om predikatlogik &r (Bennet et al 1986)).
Klassisk Zermelo-Freankel behandlas i (Halmos 1996) och (Bennet 1996). En
kortfattad introduktion till konstruktiv matematik &r (Palmgren 1997)), mer in-
gaende &r (Beeson 1985)) och (Troelstra och van Dalen 1988). Martin-Lofs typ-
teori beskrivs i (Martin-Lof 1972), (Martin-Lof 1975), (Martin-Lof 1984) och
(Nordstrom et al 1990).

I kapitel 2 beskrivs klassisk méngdteori, forst de grundliggande intuitioner-
na, sedan Zermelo-Fraenkels axiomsystem och slutligen definieras de vanligaste
méngdteoretiska och matematiska begreppen. Kapitel 3 beskriver kortfattat in-
tuitionen bakom den konstruktiva synen pa matematik, samt forklarar varfor
den klassiska méngdteorin inte ar konstruktivt giltig. Kapitel 4 beskriver nagra
exempel pa hur man skulle kunna ga tillviga for att formulera en konstruktivt
giltig méngdteori. Kapitel 5 gar in mer noggrant pa en av dessa konstruktiva
méngdteorier, namligen Aczels CZF, samt visar nagra enkla resultat om rela-
tionen mellan denna teori och ZF. I kapitel 6 beskrivs kortfattat Martin-Lofs
konstruktiva typteori, vilken sedan i kapitel 7 anvéinds for att tolka CZF och
visa att axiomen &r konstruktivt giltiga. Slutligen diskuteras i kapitel 8 mojliga
utvidgningar och féréndringar av teorin, bevisteoretisk styrka samt fragan om
hur konstruktiv teorin egentligen &r.

2 Klassisk méingdteori

Det var i slutet av 1800-talet som méngdteorin borjade diskuteras. Ledande i
detta sammanhang var Cantor, som borjade géra matematik med méangder som
byggstenar. Sedan byggde Frege pa det hela till en formell teori. Freges intuin-
tioner var att en méngd helt enkelt dr extensionen av en egenskap. Utgaende
fran en viss given egenskap kunde man skapa méngden av alla objekt som har
den egenskapen, dvs. givet en egenskap ¢(x) sa kan man skapa méngden A av
alla objekt x som uppfyller ¢(x):

A={z[¢(x)}

Ett objekt a ligger i méingden A, vilket skrivs a € A, om och endast om ¢(a).
Problemet med denna sjalvklara definition dr att man enkelt kan skapa en
paradox, Russells paradox. Lat R vara méngden av alla objekt som inte &r
element i sig sjélva:
R={z|z¢gx}

Men detta &r enligt Frege bara ett annat sétt att skriva z € R < x ¢ . Paradoxen
uppkommer nir man stéller fragan om R &r ett element i R, och later x vara R.



Da giller ReER < R¢ R, vilket &r en motségelse. Observera att detta bevis inte
anvander sig av lagen om det uteslutna tredje och alltsa dven ar ett konstruktivt
korrekt bevis (mer om detta i kapitel 3).

2.1 Det mingdteoretiska spraket

Spraket for méngdteori dr egentligen en variant av forsta ordningens predikatlo-
gik med endast en ickelogisk symbol — en tvastillig relation €. Semantiken for
a€b dr att mingden a dr ett element i méngden b. Detta innebér att formler i
miéngdteori definieras induktivt som foljer:

e a€b ar en formel om a och b ar variabler.
e O A, YV, p—1 och —¢ ar formler om ¢ och ¢ &r formler.
e Jv ¢ och Vv ¢ &r formler om v &r en variabel och ¢ &r en formel.

Maéngder som man har bevisat existensen av brukar ofta ges egna namn i form
av nya individkonstanter som laggs till i spraket. Dessutom brukar man sérskilja
begrinsade och obegriansade kvantifieringar. Detta &ar sérskilt viktigt ndr man
sysslar med konstruktiv matematik. En begrénsad kvantifiering &r nér variabeln
v 16per dver en given méingd, dvs. pastaendet giller for alla méngder (alternativt
nagon mingd) som &r element i en given méingd:

Yoeap(v) =4 Vw(v€a—¢(v))
Jueadp(v) =4 Fv(veaA o(v))

En formel ségs vara begridnsad om alla kvantifikatorer som férekommer i formeln
ar begréansade.

I den fortsatta framstéllningen kommer, om inget annat ségs, grekiska bok-
stiver (¢, 9 etc.) att anvindas fér formler och latinska bokstéver (a, b, x etc.)
for méngder. Bokstédverna x, y och z betecknar alltid variabler, medan 6vriga
bokstdver kan beteckna variabler eller givna méingder beroende pa samman-
hanget. Ibland kan &ven fetstil anvindas om det dr nagon variabel eller méngd
som &r extra intressant.

2.2 Zermelo-Fraenkels mingdteori

For att komma runt problemet med Russells paradox skapar man sig ett antal
axiom som garanterar att olika typer av méngder existerar. Dessa axiom &r
dock inte speciellt sjéalvklara och man far ingen klar bild av om de stdmmer
overens med den intuition man har om méngder. Det forsoker man hjilpa upp
med den hierarkiska modellen, forst beskriven i (Zermelo 1930)). Denna modell
siger att mingder dr uppbyggda i steg: Det forsta steget bestar av den tomma
méngden, det andra bestar av de méngder som kan bildas ur méngderna i det
forsta steget, det tredje bestar av de méngder som kan bildas ur méngderna i
de forsta tva stegen, etc. Allmént bestar ett steg av de méngder som kan bildas
ur alla méngder som redan har bildats. Da uppkommer en hierarki av méngder,
dérav namnet hierarkisk modell.

Axiomen i ZF &r till antalet atta stycken och beskrivs i det som foljer. Ibland
brukar man lagga till ett nionde axiom, Urvalsaxiomet, den resulterande teorin
kallas da ZFC och diskuteras kortfattat i sektion 8.1.



Extensionalitet Mingder dr per definition extensionella, dvs. det enda som
avgor om tva méngder &r lika dr deras element:

a=0b < Vrca(lzxeb) ANVreb(zca)

Regularitet Detta axiom séger att varje icketom méngd har ett €-minimalt
element, dvs. ett element som inte har nagot element gemensamt med den ur-
sprungliga méngden:

Va(Fz(x€a) — JrcaVycaly¢x))

Axiomet &r inget axiom for att skapa nya méngder, utan snarare for att kunna
visa egenskaper om méangder. Exempelvis garanterar Regularitet att alla méng-
der &r uppbyggda sa som intuitionen gor gillande — det forhindrar “konstiga”
méngder, t.ex. médngder som dr element i sig sjdlva. Man kan &ven visa att om
man tar ut ett element ur en méngd och sedan ett element ur den nya méngden
och upprepar detta sa kommer man slutligen till den tomma méngden. Det finns
alltsa inga “oéindliga kedjor” néar man ska plocka ut element ur méngder. Dére-
mot kan naturligtvis en méngd innehalla oéindligt manga element — man kan se
en méngd som ett trid med ett dndligt djup och maojligtvis oéndlig forgrening.

Separation Givet en méngd a och en predikatlogisk formel ¢(z) sa existerar
en méngd d som innehéaller alla de element x i a som #ven uppfyller ¢(x):

VaddvVz(zed < z€a A ¢(z))

Denna méngd brukar skrivas {z € a|¢(z) }, och dr vad som &r kvar av Freges
miéngdbildningsprincip. Axiomet behovs for att definiera i princip alla de méing-
der man vanligen behover, eftersom de andra axiomen bara forutsiger méangder
som omfattar en viss mangd.

Par Detta axiom séiger att givet tva méngder a och b existerar en méngd p
som innehaller bade a och b som element:

VYabIp(a€ep AbED)

Observera att axiomet inte garanterar existensen av en miangd med exakt dessa
tva element, bara att det finns en mingd med minst dessa tva element. Med
hjilp av Separation kan man dock definiera det dkta paret {a,b} till méngderna
a och b.

Union Givet en méngd a finns det en méngd u vilken som element har ele-
menten i alla a:s element:

VaJuVy caVrey(x€n)

Precis som ovan kan man till médngden a definiera den &kta unionen |Ja med
hjalp av Separation.



Potensmingd Potensméingden p till en given méngd a, dvs. méngden av alla
delméngder till a, existerar:

VadpVz(x Ca—x €p)

Hér &r begreppet x Ca, som betyder att x dr en delméngd till?a, definierat som
Yy € z(y € a). Observera att dven hir kriivs Separation fér att kunna definiera
den #kta potensméingden som inte innehaller annat &n delméngder till den givna
mangden. Denna méngd skrivs P(a) for den givna méngden a.

Oé&ndlighet Detta axiom garanterar existensen av en miangd n med oéndligt
manga element. Axiomet séiger (i) n dr icketom, och (ii) for varje element x i n
finns det ett annat element i n som innehaller x:

In(Fz(zen) AVzenIyen(zey))

Detta dr det enda axiom som garanterar existensen av en méangd, vilket betyder
att utan detta axiom kan man inte skapa nagra méngder alls. Regularitet krévs
for att vara siker pa att denna méngd verkligen dr odndlig, eftersom utan re-
gularitet kan méngder vara element i sig sjdlva. Mangden av de naturliga talen
kan definieras ur denna méngd n, vilket vi gor i sektion 2.3.

Substitution Om ¢(z,y) dr en funktionell relation pa a, dvs. om det for varje
x € a finns exakt ett y sa att ¢(x,y) dr sann, kan man #ven bilda méngden av
de y for vilket formeln géller:

Va(Vz €adly ¢(x,y)— Ibd (a, b))

Hir &r 3ly (vilket betyder att det finns ett och endast ett y som passar) och
@'(a,b) (vilket dr en forkortning for att a respektive b dr domiinen respektive
bilden till ¢) definierade enligt:

zp(z) = F((z) AVY(Y(y) =z =1y))
¢'(a,b)  =4es Vre€adyebe(z,y) AVyebIr€ag(z,y)

Om man for varje x € a skriver f(z) fér det unika y som gor att ¢(x,y) dr
sann, kan man séga att Substitution garanterar att méangden b = { f(z) |z €a}
existerar.

Ur Substitution kan man hérleda Separation, vilket alltsa &r ett redundant
axiom. Man brukar dock &nda ha med Separation, eftersom det &r ett naturligare
axiom, rent intuitivt. Dessutom understker man ofta systemet Z vilket dr ZF
utan Substitution.

2.3 Definitioner av nagra vanliga begrepp

Med hjédlp av dessa axiom kan man uttrycka all traditionell matematik. De

vanligaste begreppen foljer hér.

Tomma mingden Eftersom Oédndlighet forutsiger existensen av en méngd

n, kan man anvédnda den och Separation for att definiera den tomma méngden:
0 =4y {zen|L}

Dessutom garanterar Extensionalitet att det endast finns en tom méngd.



Oordnade och ordnade par Det oordnade paret av tva méngder a och
b, vilket garanteras av Par och Separation, skrivs helt enkelt {a,b}. Méngden
med ett element, {a}, kan definieras som {a,a} och méngden med tre element,
{a,b,c}, dr helt enkelt unionen av {a} och {b,c} (se néista paragraf fér en be-
skrivning av unionen). Pa liknande sétt kan méngder med &ndligt antal element
definieras.

Det ordnade paret (a,b) kan nu definieras som {{a}, {a,b}}. En trippel
(a, b, c) &r som vanligt (a, (b, c)), osv.

Union, snitt och differens Unionen av en méngd a garanteras av Union och
Separation och skrivs | J a. Unionen mellan tva méingder a U b kan nu definieras
som |J{a,b}. Med hjilp av Separation kan man sa definiera snittet av en méngd

a som:
ﬂa =def {xEUGIVyEa(a:Ey)}
Sedan kan man definiera a Nb som ({a, b}. Differensen a \ b kan definieras som

{z€a|x¢b}.

Produkt, relationer och funktioner Om z€a och y€b sa ér det ordnade
paret (x,y) en delmingd av potensmingden P(a Ub) till a U b, vilket ses ur
definitionen av det ordnade paret. Men om paret &r en delméngd till en méngd s&
maste det vara ett element i den méngdens potensméngd, dvs. potensméingden
till P(aUb). Alltsa géller (z, y) € P(P(aUb)), varfor ax b maste vara en delméngd
till P(P(aUb)), vilken sedan kan specificeras med Separation:

axb =g {z€P(P(aUD))|Izeadyeb(z = (z,y))}

Denna méngd a x b brukar ofta skrivas { (z,y) |zt€aAy€b}. En relation &r helt
enkelt en delméngd till produkten, och en funktion &r en relation f for vilken
foljande géller:

Veeadlyeb((z,y) € f)

Att ett par (x,y) ligger i relationen R, brukar skrivas xRy, och for det unika
y-virde som i par med ett givet z-virde ligger i funktionen f, skriver man

y = f(x).

Delmingder och transitiva mingder Delméangdsbegreppet har vi redan
definierat som:
aCb =g Vre€a(xeb)

Detta innebér att Extensionalitet kan skrivas om till:
a=b < aCbADCa
En méangd kallas transitiv om alla dess element dven &r delméngder till méangden:
Trans(a) =qef Vre€a(zCa)

Exempel pa transitiva méngder &r de naturliga talen och méngden av de na-
turliga talen, vilka definieras nedan. Det transitiva holjet till en méngd a &r
den minsta transitiva méngd som har a som delmingd. Man kan visa att det
transitiva holjet existerar och &r unikt for varje méngd a, vilket vi dock inte gor
hér.



Naturligt tal Ett naturligt tal &r antingen 0 eller efterféljaren n™ till nagot
naturligt tal n. Mangdteoretiskt brukar man definera naturliga tal som: 0 &r
tomma méngden (), och efterfoljaren till méngden n dr nt = n U {n}. Med
denna definition blir varje naturligt tal transitivt och att ett tal n &r mindre &n
ett tal m blir da helt enkelt nem.

Mingden av de naturliga talen Oéndlighet féruséger inte direkt existensen
av méngden av de naturliga talen, hér kallad IN. Men den méngden kan definieras
med hjélp av de 6vriga axiomen.

Forst maste man utifran den méngd som garanteras i O&ndlighet skapa
en mingd som innehaller tomma méngden och alla naturliga tal som de &r
definierade ovan. Det &r inte helt trivialt, men gors i t.ex. (Aczel 1997). Ett
annat sétt dr att dndra axiomet till att garantera just en sadan méngd:

InNatSet(n)
Hir séiger NatSet(a) att a innehaller alla naturliga tal:
NatSet(a) =g D€aAVzea(z €a)

Nu kan vi definiera méngden N till att vara den minsta delméngd till n som
innehaller alla naturliga tal, dir n &r den o#dndliga mingd som ségs existera.
Potensmingden P(n) till n existerar. Den innehaller alla delméngder till n. Via
Separation kan man vélja ut endast de mingder som innehaller varje naturligt
tal, och slutligen kan man ta snittet av denna méngd:

N =ss [ {y€P(n)| NatSet(y) }

Peanos axiom fér de naturliga talen For att visa att N &r just médngden
av de naturliga talen bér man kunna visa Peanos fem axiom:

PA1 (eN

PA2 VneN(nteN)

PA3 Vn,meN(nt =m*t—n=m)

PA4 VneN(0#n")

PA5 VaCN((leanVnea(nt€a)) —a=N)

PA1 och PA2 foljer direkt ur definitionerna av IN och successorn, och PA4 foljer
ur Extensionalitet. For att visa PA5 maste vi visa a = N for en given méngd a
som uppfyller premissen. Men eftersom N &r den minsta méngd som uppfyller
premissen sa maste N C a gélla. Dessutom giller a C N enligt premissen, och
dérfor &ven a = N.

For att visa PA3, antar man forst att n™ = m™, dvs. att nU{n} = mU{m}.
Men da maste enligt Extensionalitet antingen n = m eller n € m gilla, och
dessutom giller &ven m = n eller m € n. Om nu PA3 inte ska vara sann sa
maste darfor n € m € n, vilket forbjuds av Regularitet och alltsa har vi visat
PA3.

3 Konstruktiv matematik

Huvudidén med konstruktiv matematik &r att for att kunna hivda att ett pa-
staende ar sant sa maste man ha ett bevis for det. I klassisk matematik &r
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virlden uppdelad i pastaenden som antingen &r sanna eller falska oavsett om
vi har lyckats bevisa dem eller inte, och en matematikers uppgift ar att utrona
vilka pastaenden som &r sanna och vilka som &r falska. I konstruktiv matematik
finns endast bevisade respektive inte bevisade pastaenden. Ett sant pastaende
ar ett som det finns ett bevis for och ett falskt pastaende dr ett for vilket det
kan bevisas att det leder till en motségelse.

Klassisk forsta ordningens predikatlogik &r inte konstruktiv, vilket kommer
att visas nedan. For att kunna anvéinda sig av ett predikatlogiskt sprak kon-
struktivt blir man tvungen att formulera en ny semantik for konnektiverna.
Denna intuitionistiska logik brukar definieras utifran Brouwer-Heyting-Kolmo-
gorovs tolkning av vad som krévs for ett bevis av en predikatlogisk sats:

e | har inget bevis
e Ett bevis for ¢ A ¢ &r ett bevis for ¢ och ett bevis for .

o Ett bevis for ¢ V) dr ett bevis for ¢ eller ett bevis for ¥ samt information
om vilken av de tva som &r bevisade.

e Ett bevis for ¢ — 1 dr en metod som givet ett bevis for ¢ ger ett bevis

for 4.

e Ett bevis for Vo € A ¢(x) dr en metod som givet ett godtyckligt element
a€ A ger ett bevis for ¢(a).

e Ett bevis for 3z € A ¢(x) dr ett element a € A och ett bevis for ¢(a).
Negationen —A definieras av A — L, och ekvivalensen A < B som vanligt av
(A—=B)AN(B—A).

3.1 Konstruktivt icke korrekta principer

Att man omdefinierar predikatlogiken har en rad f6ljder. Bland annat maste man
avsiga sig foljande klassiskt korrekta pastaenden, vilka géller for alla formler ¢
och .

L ¢V
g = ¢

¢ o =gV Y
~(eAY) = oV
—Vzp(r) < Jr-o(x)

R o

(1) Det forsta exemplet brukar kallas lagen om det uteslutna tredje, vilket
alltsa séger att antingen &r ett pastaende sant eller sa ar det falskt — det finns
inget tredje alternativ. Att denna princip inte dr konstruktivt giltig kan man
visa med hjilp av s.k. Brouwerska motexempel.

Anta att ¢ ir ett pastaende som man varken har lyckats bevisa eller mot-
bevisa, t.ex. Goldbachs hypotesﬂ Om lagen om det uteslutna tredje, LT (dvs.

1 Goldbachs hypotes siger att varje jamnt tal stérre &n 2 kan skrivas som summan av
tva primtal. Hypotesen har hittills inte kunnat bevisas, man har inte heller funnit nagot
motexempel till den.
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¢V —¢ for alla formler ¢ och 1) skulle vara sann, betyder det konstruktivt att
man har ett bevis for detta pastaende. Men, enligt tolkningen ovan, om man
har bevisat en disjunktion vet man &ven vilken av disjunkterna som &r sann,
och alltsa kan man fa reda pa om Goldbachs hypotes dr sann eller ej utan att
ha bevisat den, vilket dr orimligt. Om nagon till slut skulle bevisa Goldbachs
hypotes, kan man alltid hitta ett annat obevisat pastaende.

(2) Déremot kan man bevisa att ——LT giller for alla formler ¢. Lat oss forut-
séitta att LT &r sann for nagot ¢, vilket innebér att vi vet (¢ V —¢) — L. Detta
dr en metod som tar ett bevis for ¢ eller ett bevis for ¢ och ger en motségelse.
Men da maste ¢ — L gélla, vilket &r ekvivalent med —¢. Enligt forutsittningen
sa kan vi da dra slutsatsen L, vilket dr en motséigelse. Dirmed har vi bevisat
att —LT implicerar |, dvs. -LT — L for varje formel ¢. Men detta ar ju bara
ett annat skrivsitt for -—LT.

Detta i sin tur gor naturligtvis att =—¢ — ¢ inte géller konstruktivt for alla
formler ¢, och alltsa inte heller =—¢ < ¢. Déaremot dr ¢ — ——¢ konstruktivt
giltigt, vilket inte &r svart att bevisa.

(3) Pastaendet ¢ — ¢ dr konstruktivt sant. Ett bevis for detta &r helt enkelt
en algoritm som tar ett bevis for ¢ och ger tillbaka precis samma bevis, dvs.
identitetsalgoritmen. Men eftersom ¢ V —¢ inte &r giltig enligt ovan, kan inte
heller ¢ — v vara ekvivalent med —¢ V) for alla formler ¢ och . Daremot géller

alltid (=g V 1) — (¢ —1b).

(4) Om vi sétter 9 till att vara —¢ sa ser vi att viinsterledet —(¢ A —¢) maste
vara sant for alla formler ¢. Negationen av en formel betyder ju att formeln
implicerar en motségelse, och vinsterledet séger da att om vi vet ¢ och dessutom
att ¢ implicerar en motségelse sa kan vi hérleda en motsigelse. Daremot kan
inte hogerledet —¢ V =—¢ gélla for alla ¢, av samma anledning som varfor lagen
om det uteslutna tredje inte dr giltig. Alltsa kan inte —(¢ A @) vara ekvivalent
med —¢ V —p for alla formler ¢ och ¥. Daremot kan man bevisa att hogerledet
implicerar vansterledet.

(5) Om vi begréinsar oss till att titta pa en modell med endast tva element, ¢g
och ¢1, sa blir vinsterledet ekvivalent med —(¢o A ¢1) och hogerledet ekvivalent
med —¢y V m¢1. Men enligt paragrafen ovan sa dr inte dessa tva pastaenden
ekvivalenta for alla formler ¢g och ¢, och dérfér kan inte heller —=Vzé(z) vara
ekvivalent med Jz—¢(z) i alla modeller med tva element. Med liknande reso-
nemang kan man visa att pastaendena inte dr ekvivalenta i stérre modeller.
Déremot &r —Vz¢(z) hirledbart ur 3z—¢(z) i alla modeller.

3.2 Impredikativitet

Impredikativitet &r ett vanligt fenomen i klassisk matematik, vilket dven fore-
kommer i vissa varianter av konstruktiv matematik. En definition &r impredi-
kativ ndr man anvinder det som ska definieras i sjilva definitionen, dvs det
blir nagon typ av cirkularitet. Ett exempel (i méngdlidran) dr om man forscker
definiera en méngd som innehaller alla méngder, ett universum. D& maste ju
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universumet vara element i sig sjélvt, vilket &r orimligt. Nu kan inte universum-
méngden defineras i klassisk méngdlira, men det finns andra exempel. Givet
en formel ¢(z,y) s kan man i ZF definiera en delmiingd «a till de naturliga
talen N som ¢ = {z € N |Vy € Px ¢(z,y) }, dir Pn ér potensméngden till N.
Men eftersom a dr en delméngd till N sa ligger den redan i Pn. Det betyder
att méngden y kommer att instansieras till a i definitionen av a, vilket manga
konstruktivister tycker ar orimligt.

3.3 Konstruktivt problematiska axiom i ZF

Om man byter ut den klassiska logiken i ZF mot intuitionistisk logik sa kan
man #nda hérleda lagen om det uteslutna tredje. Det dr dock endast axiomet
Regularitet som &r icke-konstruktivt pa det séttet. Av de 6vriga axiomen i ZF ar
tva impredikativa — Separation och Potensmingd. De medfor alltsa inte lagen
om det uteslutna tredje och ar darfor inte direkt icke-konstruktiva, men de ger
upphov till cirkulariteter vilket enligt ovan kan anses orimligt.

Regularitet Lat ¢ vara ett givet pastaende. Definiera méngden S som:
S =gef {z€2|z=1V(r=0A¢)}

Hér dr méngderna 0, 1 respektive 2 méngderna @, {0} respektive {0,1}. Att
S &r en méngd garanteras av Separation. Enligt Regularitet finns nu ett e-
minimalt element som vi dessutom kénner till vilket det ar, enligt tolkningen
av F-kvantifikatorn. Varje element i S &r antingen lika med 0 eller {0}. Om det
minimala elementet dr 0 sa maste ocksa ¢ gilla, och om det #r {0} sa séger
Regularitet att 0 inte kan ligga i .S varfor ¢ maste gélla. Alltsa har vi hérlett
lagen om det uteslutna tredje ur Regularitet. Den konstruktiva varianten blir
axiomet Méangdinduktion, som pa ett mer direkt sitt uttrycker att alla méangder
byggs upp underifran fran den tomma méngden.

Separation Separation &dr impredikativt eftersom kvantifikatorerna i formeln
far variera 6ver hela mangduniversumet. Det gor att man kan definiera méngder
med hjilp av en formel som 16per 6ver alla méangder, dvs. &ven den médngd man
forsoker definiera. Den konstruktiva erséttningen blir helt enkelt att begriansa
kvantifikatorerna i formeln till att bara lopa 6ver redan existerande méingder,
dvs. endast tillata begrdnsade formler.

Potensmingd Potensméngd ar tillsammans med den begrinsade varianten
av Separation impredikativt. Med dem kan man, givet en méngd, definiera en
delméngd med Separation genom att kvantifiera 6éver potensméingden till den
givna méngden. Men i potensméngden finns ju d&ven den méngd man haller pa
att definiera, och alltsa blir det en impredikativ definition. Den vanliga konstruk-
tiva varianten #r Exponentiering (Myhill 1975) som séiger att méngden av alla
funktioner mellan tva givna méngder alltid existerar. Det motsvarande axiomet
i Aczels konstruktiva teori &r Delméngd, vilket &r en starkare variant.
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4 Konstruktiv mangdteori

Eftersom den klassiska méngdlaran inte dr konstruktivt giltig, kan man fundera
pa hur en konstruktiv variant av ZF kan se ut. Vilka axiom bor foréndras och
hur ser de nya ut? Det finns ett antal olika teorier, vissa svagare, andra starkare.
Hér foljer tre olika méngdteorier, och i nésta kapitel ska vi koncentrera oss pa
en fjirde, kallad konstruktiv Zermelo-Fraenkel.

Intuitionistisk Zermelo-Fraenkel Den enklaste séttet att gora en konstruk-
tiv méngdléara dr att helt enkelt ta de vanliga axiomen for ZF och anvéinda in-
tuitionistisk logik. D& maste man dessutom byta ut de axiom som implicerar
lagen om det uteslutna tredje. Enligt sektion 3.3 dr det endast Regularitet som
behover bytas ut, vanligast dr att man goér det mot det klassiskt ekvivalenta
Miéngdinduktion. Dessutom brukar man gora en smérre fordndring av Substi-
tution, eftersom det blir svagare konstruktivt &n klassiskt. Med dessa smérre
fordndringar far man en ny teori som dels dr konstruktivt giltig och dels ar ek-
vivalent med ZF klassiskt sett. Denna teori brukar kallas Intuitionistisk Zermelo-
Fraenkel, IZF, och beskrivs bland annat i (Beeson 1985)). Det kan visas att IZF
ar bevisteoretiskt lika stark som ZF, med en sa kallad negativ 6versittning. Det
innebér att alla pastaenden som kan bevisas i ZF ocksa kan bevisas, i sin nega-
tivt oversatta form, i IZF. Tyvérr finns problemen med impredikativitet kvar i
IZF, vilket gor att manga konstruktivister forkastar teorin.

Myhills konstruktiva méngdteori Myhill féreslar i (Myhill 1975) ett axi-
omsystem for en konstruktiv méngdteori. Den har Begriansad Separation i stéllet
for vanlig och Exponentiering istéllet for Potensméngd, vilket gor att teorin &r
predikativ (motsatsen till impredikativ). I sektion 5.3 visas att teorin &r ekviva-
lent med ZF om man anvénder klassisk logik. Teorin CZF som beskrivs i néista
kapitel dr en utvidgning av Myhills mangdteori.

Fregestrukturer En helt annan angreppsvinkel pa problemet att Gverséitta
méngdlira till nagot konstruktivt &r att ta fasta pa Freges ursprungliga idé
med méingder som extensioner av pastaenden. Aczel beskriver i (Aczel 1980)
ett sadant system, och visar att Russells paradox inte uppkommer om man
anvander en intuitionistisk tolkning av pastaenden.

5 Konstruktiv Zermelo-Fraenkel — CZF

I (Aczel 1978) beskrivs ett antal axiom for en konstruktiv méngdteori, kallad
Constructive Zermelo-Fraenkel, CZF. Den &r en starkare variant av Myhills
mingdteori, beskriven i (Myhill 1975). Det betyder att Myhills méngdteoretiska
axiom gar att bevisa i CZF, men att CZF inte kan bevisas i Myhills teori (i alla
fall &r det osannolikt, enligt Aczel).

Axiomen i CZF &r, med fyra undantag, exakt likadana som ZF. De fyra un-
dantagen ar Regularitet, Separation, Potensméngd och Substitution. De icke-
konstruktiva respektive impredikativa problemen med Regularitet respektive Se-
paration och Potensméngd har beskrivits sektion 3.3. Anledningen att Substi-
tution byts ut dr lite mer subtil. Substitution innehaller en unik existenskvanti-
fikator — det krivs att det for varje x finns ett och endast ett y. Klassiskt sett
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implicerar detta axiom det allminare Utdkad Substitution. Tyvérr giller inte
detta for intuitionistisk logik, vilket gor att vi byter ut Substitution mot Utokad
Substitution.

5.1 Axiomen i CZF

Forst behover vi en definition som i princip uttrycker att tva méngder dr domén
respektive bild till en relation. Det kan séigas vara en utvidgning av begreppen
domén och bild for funktioner:

¢ (a,b) =4e YreaIyecbo(z,y) AVycbIxcag(x,y)

Observera hir att for en given méngd a kan det finnas flera olika méngder b
som passar in i definitionen. Bilden b &r alltsa inte entydigt given. Detta beror
pa att formeln ¢ kan ses som en flertydig funktion med domén a, och bilderna
b beror pa vilket funktionsvirde man véljer.

Extensionalitet

a=b < Veca(zeb) ANVxeb(z€a)

Mingdinduktion Maingdinduktion ersitter Regularitet, och séiger att ett pa-
staende ¢ giller for alla méngder om man, givet en godtycklig méngd y for vilken
¢ giller for alla elementen, kan bevisa att ¢ géller &ven for y:

Vy(Vz ey o(x) — d(y)) — Vzd(z)

Detta axiom &r en utvidgning av induktionsprincipen for naturliga tal. Nagot
basfall behdvs daremot inte, eftersom den tomma méngden passar in i schemat
(om y = () sa géller automatiskt ¢ for alla y:s element, eftersom y inte har nagra
element).

Begrinsad Separation Hér giller det att ¢(x) &r en begrénsad formel, dvs.
att alla kvantifikatorer i ¢(x) dr begriansade. I vrigt dr axiomet likadant som
klassisk Separation:

VaddvVz(xed « x€a A ¢(z))

Par
Vabdp(a€ep AbED)
Union
VYaJuVy caVrey(x€n)
Oéndlighet

In(Fz(ren) AVzendyen(zey))

Utskad Substitution Detta axiom (kallat Strong Collection pa engelska)
ar néstan som det klassiska Substitution, forutom att formeln ¢(x,y) héir inte
behdver vara en funktionell relation, utan kan vara vilken relation som helst
(man skulle ocksa kunna séiga att ¢ ér en flervird funktion):

Va(Vx €a Iy ¢(x,y)— Ib ¢'(a, b))
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Delmingd Detta axiom (kallat Subset Collection pa engelska) ér den kon-
struktiva ersidttningen av Potensméngd, det dr ocksa det axiom som &r svarast
att forsta intuitivt. For alla méngder a och b finns en méngd p som innehéaller
nagon bild av varje mojlig flervéird funktion fran a till b. Med en flervird funk-
tion menas hir en predikatlogisk formel ¢(z,y) som det for varje « € a finns
minst ett y € b sa att ¢(x,y) dr sann. Eftersom det inte finns nagot sitt att
kvantifiera 6ver formler, later man ¢(z,y) dven bero pa en tredje variabel u som
kvantifieras dver alla mingder, vilket hir skrivs ¢, (z,y):

Vab3pYu(Vx € ady €b ¢y (z,y) —IcEp ¢, (a,c))

Med hjalp av en sa kallad Godelnumrering kan man overséiitta predikatlogiska
formler till naturliga tal, och ddrmed kvantifiera 6ver formler. Observera att det
ar starkare dnda att kvantifiera 6ver méngder, eftersom det finns oupprikneligt
manga méngder men bara upprikneligt manga formler.

5.2 De vanligaste begreppen omformulerade

De flesta begrepp som definierades i sektion 2.3 dr inga problem att Gverfora
till CZF. I de instanser av Separation som anvénds &r redan alla kvantifikatorer
begriansade, och Potensméngd anviinds endast pa tva stillen. Dessa tva stéllen
dr vid definitionen av produkten a x b och vid definitionen av méngden av
de naturliga talen N. Dessutom anvinds Regularitet pa ett stille i beviset av
Peanos axiom. Eftersom vi har férkastat Potensméingd och Regularitet sasom
varande icke-konstruktiva, maste nyss ndmnda begrepp omdefinieras.

Produkt Klassiskt definieras produkten a x b av tva méngder a och b som en
delméngd till potensméngden av potensméngden till unionen, vilket alltsa inte
gar konstruktivt. Féljande resonemang &r dock konstruktivt.

Eftersom mingden b, = { (z,y)|y€b} &r en mingd for alla mingder x och
b enligt Substitution, &r ocksa unionen av alla b, for x € a en méingd, vilken vi
definierar som produkten:

axb =ger | Jbe = J{bzlw€a}
xrea

Mingden av de naturliga talen De naturliga talen N definieras klassiskt
som snittet av alla méngder som omfattar alla naturliga tal, men eftersom detta
involverar potensméngden sa maste definitionen forkastas. I stéllet kan man
gora pa foljande sétt.

For att forenkla berdkningarna sa ersétter vi som tidigare Odndlighet med
den forenklade versionen, vilken siger att det finns en méngd som innehaller
varje naturligt tal:

InNatSet(n)

Predikatet NatSet(a) siger hir att a innehaller alla naturliga tal:
NatSet(a) =45 D€aNVr€a(zT €a)
Nu kan vi definiera N, médngden av de naturliga talen, konstruktivt som:

N =it {zen|3dyen(NatNum(y) Nzey)}
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Har betyder NatNum(b) att b endast innehaller naturliga tal:
NatNum(b) =qer Yz eblz =0V Iyebz =y™))

Att se att denna definition av N verkligen dr méngden av de naturliga talen &r
inte helt trivialt. Darfor visar vi det.

Forst maste vi visa att N innehaller alla naturliga tal, dvs. att NatSet(IN)
giller, eller om man sa vill att (i) 0 €N, och (ii) xe N—zT €N. Men (i) géller
eftersom @ €n och NatNum(0T). Dessutom giller (ii): Om z €N si giller z€n
och dérfor dven xt €n. Men eftersom NatNum((xt)1) giller sa maste zt €N
gélla.

Nu maste vi dven visa att IN verkligen ar den minsta méangden som innehaller
de naturliga talen, dvs. for alla méngder a ska gélla NatSet(a) — N Ca. Antag
alltsa att NatSet(a) géller for en given méngd a. Vi visar da Va(z e N —z €a)
med hjilp av Méangdinduktion dér vi sitter formeln ¢(z) till z €N —z €a. Som
induktionsantagande kan vi anta att Vy €xp(y) géller. Givet ett 2 € N sa vet vi
att NatNum(xt) géller och déirfor &r (i) z = () eller sa dr (ii) = y* for nagot
y. I fall (i) giller att = € a eftersom @) € a. I fall (ii) giller att y € x och alltsa
y € N enligt transitiviteten hos N. Men enligt induktionsantagandet géller da
y€a och dirfér y© = x€a.

I detta bevis har vi anvint det faktum att IN &r transitiv, vilket d&ven det
kan bevisas med Méngdinduktion. Sétt formeln ¢(z) till att vara z€e N— 2z CN,
och antag att ©€N. D& giiller NatNum(x*) och dérfér antingen z = ) CN eller
z =y =yU{y} f6r ndgot y. Men eftersom y CN och {y} CN sa maste v CN.

Bevisen av att N uppfyller Peanos fem axiom &r alla konstruktivt giltiga,
utom en liten detalj: Eftersom vi inte har Regularitet maste vi anvéanda Méng-
dinduktion till att bevisa att en méngd inte kan vara element i sig sjélv, vilket
vi dock inte gor hér.

5.3 Relationen mellan CZF och ZF

En av de viktigaste egenskaperna med systemet CZF &r att det klassiskt &r
ekvivalent med ZF. Det vill sdga att ZF har samma teorem som CZF med
klasssik logik. Eller om man sa vill: ZF = CZF + LT. Hér visas endast den ena
riktningen, dvs. att ZF:s axiom kan hérledas ur CZF + LT.

For att visa detta ska alltsa visas att CZF + LT implicerar (i) Substitution,
(ii) Regularitet, (iii) Separation, och (iv) Potensméngd.

Substitution Substitution dr en instans av Utdkad Substitution, varfor axi-
omet maste gilla.

Regularitet Axiomet Regularitet séger alla méngder antingen &r tomma
méngden eller regulidra. Att en mingd &r reguldr definieras som att den in-
nehaller ett €-minimalt element:

Reg(a) =4y Ir€aVycalyé¢)

Definiera en méngd som vilgrundad om alla méngder som innehaller den méng-
den &r reguléra:
Grund(b) =qef Va(b€a— Reg(a))
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Om alla méngder &r vilgrundade sa dr Regularitet uppfyllt: Givet en godtycklig
méngd a, sa dr den antingen tomma méngden i vilket fall Regularitet dr uppfyllt,
eller sa finns det ett b€ a. Detta b dr vilgrundat enligt hypotesen och alltsa &r
a regular, och Regularitet dr uppfyllt.

Det aterstar da att visa att alla méngder dr vilgrundade, vilket vi gér med
Mangdinduktion. Antag nu att alla element i en given méngd b &r vélgrundade,
dvs. Va €b, Grund(z). Lat nu ett a som innehaller b (dvs. b€a) vara givet, och
betrakta snittet @ N'b. Om snittet dr tomt sa har a och b inga gemensamma
element och da &r b ett €-minimalt element i a, och alltsa géller Reg(a). Om
snittet inte dr tomt sa finns det ett element = € b som ocksa ligger i a. Men
enligt induktionsantagandet sa giller da Grund(x) och eftersom z € a sa giller
Reg(a). Men eftersom a ir en godtycklig méngd som omfattar b si maste b vara
vilgrundad. Darmed har vi for varje méngd b visat:

vV €bGrund(z) — Grund(b)

Enligt Mangdinduktion &r da alla méngder vilgrundade, och darur foljer Regu-
laritet.

Exponentiering Axiomet Exponentiering &r ett helt och hallet konstruktivt
axiom, det foljer direkt ur Delméngd. Det séger att for alla méngder a och b
finns méngden av funktioner fran a till b. Anledningen till att vi visar det hér
ar att vi behover det i beviset av Potensméngd.

Lat alltsa méngderna a och b vara givna. En funktion f fran a till b 4r en
delméngd till a x b som uppfyller:

VeeaIlyeb((z,y) € f)

Definiera nu formeln ¢¢(z, ) till att uppfylla:

o(z,(x,y)) < (v,y)ef

Da séger Delméngd att det finns en méngd p med bilder till ¢(z,z) for alla
mojliga f. Men en bild till ¢¢ &r ju f sjélv, och dérfér kommer p att innehalla
alla funktioner fran a till b. Sedan kan man definiera méngden ®b av funktioner
med hjilp av Begridnsad Separation:

% =gp {fEP|Vrcadycb((z,y)ef)}

Potensmiingd Enligt Exponentiering sa finns for alla méngder a och b méng-
den av funktioner *b fran a till b. Forst visar vi att Exponentiering tillsammans
med antagandet att {#} har en potensméngd implicerar att alla méngder har po-
tensméngd. Observera att vi har endast anvidnder inuitionistisk logik, vilket allt-
sa innebér att inte ens mingder med endast ett element kan ha en potensméngd
(om inte teorin ska vara impredikativ).

Givet en méngd a, definiera potensméngden som:

Pla) =aer {9(f)1f€“P1}

Hir dr g(f) = {z€a|0e f(z) } och P; potensmingden till {Q}. Eftersom g(f)
dr en delméngd till a sa blir da P(a) en méngd med delméngder till a. For att
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visa att P(a) dessutom &r potensméngden till a ska vi visa att alla delméngder
till @ &r element i P(a). Lat oss alltsa anta att b dr en delméngd till a. Definiera
f till att uppfylla f(zx) = {y {0} |z €b} for varje x € a. Eftersom f(z) C {0}
for alla x € a sa &ar f ett element i “P; enligt Exponentiering. Detta i sin tur
betyder att g(f) € P(a), dir g(f) = {z€alle f(z)} = {z€alzeb} =0
Dérmed dr b element i P(a).

Nu behover vi bara visa att lagen om det uteslutna tredje implicerar att {0}
har en potensméngd. Sitt P; = {0, {0} } och lat x vara en delméngd till {0}. Da
giiller enligt lagen om det uteslutna tredje f€x V0 éx. Om e sa dr x = {0},
om Q¢ x sa dr x = (. Alltsa maste x € P; gilla.

Separation For att visa Separation antar vi forst att foljande schema géller
for alla formler ¢:

Fy(¢ < Dey)

Ur detta antagande hérleder vi Separation, vilket gors konstruktivt varfor sche-
mat dr impredikativt.

Givet en mingd a och en formel ¢(x) sa ska vi visa existensen av méngden
{z € alp(x)}. Schemat ger att Vo € aJy(éd(z) < @ € y). Enligt Substitution
finns det nu en funktion f sa att Vo € a(¢(z) « D€ f(x)). Men da kan vi med
Begriinsad Separation definiera méngden {x€a|0€ f(z)} vilken alltsa &r lika
med den sokta méingden {z€a|¢p(z) }.

Nu aterstar att visa att lagen om det uteslutna tredje medfor att schemat
géller for alla formler ¢. Givet en formel ¢ sa géller klasssikt ¢V —=¢. Nu kan vi
sitta y = {0} om ¢ och y = ) om —¢. Denna méngd y uppfyller schemat varfor
Separation géller.

6 Martin-Lofs typteori

I detta kapitel ges en hogst informell beskrivning av typteori. Den version av
typteori som beskrivs &r en variant av den som beskrivs i (Martin-Lof 1972) och
(Martin-Lof 1975). For den som tycker att detta kapitel ger for lite information
rekommenderas (Martin-Lof 1984) eller (Nordstrom et al 1990) vilka gar in mer
pa djupet.

Det finns tva grundliggande begrepp i typteori — objekt och typer. Varje
objekt dr av en viss typ, eller rattare sagt, ett visst matematiskt objekt &r alltid
givet tillsammans med en tillhoérande typ. En typ & andra sidan definieras av
vad som behovs goras for att konstruera ett objekt av den typen.

Det finns tva olika tolkningar av begreppen typ respektive objekt. Den ena,
mer intuitiva, dr att se en typ som en matematisk méangd, och typens objekt
blir da méngens element. Den andra tolkningen &r att jimstélla en typ med ett
pastaende eller en proposition, dvs. en predikatlogisk formel. Ett objekt av en
viss typ blir da ett bevis for att pastaendet dr sant. Att denna analogi verkligen
ar korrekt visas i (Howard 1969)).

Ett begrepp som é&r skilt fran pastdende dr begreppet omdome (vilket pa
engelska kallas judgement). Ett omdéme har inget bevisobjekt utan bevisas med
hjilp av hirledningar inom teorin. Exempel pa omdomen &r A type och a € A.
Enligt analogin ovan finns det tva tolkningar av varje omdome. A ena sidan
kan dessa omdomen tolkas som ”A &r en méngd” respektive "a dr ett element i
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méngden A”. A andra sidan kan man tolka omdomena som ”A ir ett pastaende”
respektive "a dr ett bevis for pastaendet A”. Férutom dessa omddmen finns dven
omddmen som siiger att tva typer ér lika (A = B) och att tva objekt av en viss
typ dr lika (a = be A).

Mer formellt definieras varje typ och dess objekt av formeringsregler som
sidger hur vi far skapa en instans av den typen, introduktionsregler som siger
hur objekten i typen introduceras, eliminationsregler som séager hur induktion
eller rekursion fungerar pa objekten av den givna typen, samt likhetsregler som
séger hur objekten beréknas.

6.1 De sma typerna

I typteori finns sex grundliggande sétt att bilda typer, fyra av dem ligger lite
nérmare de logiska konnektiverna och kvantifikatorerna, och de 6vriga tva ar mer
som matematiska méingder. Naturligtvis géller analogin att typer kan ses som
bade méingder och propositioner for alla typer, det dr bara det att vissa typer
ar mer sjilvklara som propositioner och vissa &r mer sjialvklara som méangder.

Forutom dessa sex séitt att bilda typer finns atminstone tva till, likhetstypen
Id(A,a,b) och typen (Wx € A)B(x) av vélordningar eller trad éver A och B.
Dessa typer kommer vi inte att ndmna i det féljande, den intresserade hénvisas
till (Nordstrom et al 1990)) for mer information.

II-typerna Antag att A &ir en typ och att B &r en familj av typer som givet
ett godtyckligt objekt a av typen A ger en typ B(a). Da éir (Ilx € A)B(x)
typen av funktioner som mappar objekt a av typen A till objekt av typen B(a).
Formeringsregeln for II-typerna blir alltsa:

A type B(z) type [xr€ A
(Tlz € A)B(z) type

Om vi har ett objekt b(x) som dr av typen B(z) for varje x € A, kan vi skapa
funktionen Az.b(x) som dr av den nyss definierade typen. Introduktionsregeln
for II-typerna blir:
b(x)eB(z) [z€A]
Az.b(z) e (llx e A)B(x)

Givet ett objekt a € A och ett objekt f av ovanstaende typ, sa kan vi nu applicera
a pa f och fa ett objekt f(a) av typen B(a). Eliminationsregeln blir alltsa:
acA fe(lze A)B(x)
f(a)eB(a)

Men, detta objekt f dr ju pa formen Az.b(x), och nir man applicerar a pa f far
man likhetsregeln:

(\e.b(x))(a) = b(a)

Med hjélp av II-typerna kan —-typerna definieras: A— B =y (Ilz € A)B(z)
om B inte beror av x. Denna typ A — B blir da typen av alla funktioner fran
typen A till typen B.
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Y-typerna Precis som for II-typerna, skapar man Y-typerna utifran en typ A
och en familj av typer B som for varje a€ A ger en typ B(a). Formeringsregeln
ar da:
A type B(z) type [z€ A
(Xz € A)B(x) type

Objekten i denna typ &r par med forsta elementet a i typen A och det andra
elementet b i typen B(a). Introduktionsregeln blir:

acA be B(a)
(a,b) € (Xxec A)B(x)

Antag att vi har en funktion h som tar ett z € A och ett y € B(z) och ger ett
objekt i typen H({z,y)), och att vi dessutom har ett objekt p € (Xx € A)B(x).
Da ger funktionen h oss ett objekt i typen H(p), vilket ger eliminationsregeln:

pe(Bxe A)B(x) h(z,y)e H({x,y)) [z €A, ye B(z)]
split(p, h) € H(p)

Men objektet p ér ju ett par av objekten a€ A och b€ B(a), vilket dr precis vad
funktionen h tar som argument. Det ger oss likhetsregeln:

split({a,b), h) = h(a,b)

Med denna konstruktor split kan man definiera funktionerna som ger forsta-
respektive andrakomponenten ur ett givet par:

fst(p) =aef split(p, \xy.x)
snd(p)  =aes  split(p, Az y.y)

I det forsatta kommer vi endast att ha anvindning av dessa tva funktioner,
varfor vi inte kommer att ndmna konstruktorn split mer.

Typen A x B av alla par med forstakomponenten i typen A och andra-
komponenten i typen B kan nu definieras: A x B =4y (Xz € A)B(z) om B
inte beror av z.

+-typerna Typen A+ B existerar givet tva typer A och B, vilket ger forme-
ringsregeln:
A type B type
A+ B type

Objekten i denna typ &r alla objekt i typen A samt alla objekt i typen B samt
information om vilken typ objekten kommer ifran. Detta ger tva introduktions-
regler:

acA beB
i(a)eA+ B jbyeA+B

Antag att vi har en funktion h’ som tar ett = € A och ger ett objekt i typen
H(i(x)), samt en funktion h/ som tar ett y € B och ger ett objekt i typen
H(j(y)). Da kan vi pasta att det finns ett objekt i typen H(c) f6r varje c€ A+ B,
vilket ger oss eliminationsregeln:

c€eA+B  hi(z)eH(i(z)) [z€A] W (y)eH(j(y) [yeB]
when(c, h*, hi) e H(c)
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Slutligen &r objekten i A + B antingen pa formen i(a) eller j(b), vilket ger oss
tva likhetsregler:

when(i(a),ht,h?) = hi(a)

when(j(b),h*,h7) = hI(b)

De dndliga typerna De #ndliga typerna N, &r de typer som innehaller n
olika objekt. Observera att det ror sig om o#ndligt manga typer, varje n ger
upphov till en specifik typ. Formeringsreglen &r helt enkelt att givet ett n>0 sa
finns typen med n element:

N, type

I denna typ finns n olika objekt, vilka vi kan kalla 1, 2, ..., n. Vi far alltsa n
olika introduktionsregler:

1eN, 2eN, neN,

Givet ett objekt i €N, och de n objekten hi, ho, ..., h, alla av typerna H(1),
H(2), ..., H(n), sa far vi med hjilp av konstruktorn case,, ett objekt av typen
H (7). Eliminationsregeln blir alltsa:

1€Np hi€H(1) he € H(2) hn€H(n)
casen (i, hy, ho, ..., hy)€H(7)

Men detta objekt ¢ dr helt enkelt pa formen k dar 1 <k <mn, vilket ger likhets-
regeln:
casen (k,hi,ha,... hy) = hg

Observera att dessa regler giller &ven for typen Ng, dvs. da n = 0. Denna typ har
inga objekt, och dérfor inte heller nagra introduktionsregler eller likhetsregler.
Diremot finns eliminationsregeln, som da for varje typ H (i) helt enkelt blir:

1€Ng
caseo(i) € H (i)

Man kan tolka Ny som absurditeten 1, och da séger eliminationsregeln att om
man har lyckats bevisa absurditeten sa kan man bevisa vilket pastaende som
helst, dvs. L — ¢ for alla pastaenden ¢.

De naturliga talen De naturliga talen #r fundamentala i konstruktiv ma-
tematik, och i typteori finns en speciell typ som innehaller varje naturligt tal.
Formeringsregeln &r helt enkelt:

N type

Den vanliga definitionen av naturliga tal dr att 0 &r ett naturligt tal och om n &r
ett naturligt tal sa &r dven successorn till n ett naturligt tal. Med konstruktorn
s som successorn blir d& introduktionsregeln:
keN
0eN —_—
s(k)eN
Antag att vi har ett objekt h° i typen H(0) och en funktion h® som tar ett
naturligt tal z och ett objekt i typen H(z) och ger ett objekt i typen H(s(x)).
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Da vet vi att det for varje naturligt tal n finns ett objekt i typen H (n). Det &r en
formulering av induktionsprincipen fér de naturliga talen — Peanos femte axiom
— men &ven ett sitt att definiera funktioner med rekursion. Eliminationsregeln
blir:

ieN h°e€ H(0) h*(zx)e H(x)— H(s(x)) [zeN]

natrec(i, he, hs) € H (i)

Ett naturligt tal kan enligt introduktionsregeln vara pa tva former, antingen Ar
det 0 eller en efterfoljare. Om talet dr 0 sa ligger h° € H(0) enligt premisserna.
Om talet &r pa formen s(k) sa kan vi anvéinda funktionen h® for att fa ett objekt
i typen H(s(k)). Vi far alltsa tva likhetsregler:

natrec(0,h°,h%) = h°
natrec(s(k),h°, h®) = h*(k, natrec(k,h®, h®))

Som exempel pa anvéndning av natrec kan vi definiera addition for naturliga
tal: Den vanliga definitionen &r att (i) n +0 = n, och (ii) n + s(k) = s(n + k).
Oversitter man detta till typteori far man att n +m = natrec(m, n, Az y.s(y)).

6.2 Det forsta universumet

For att kunna prata om typer i typteori krévs ett universum U, déar alla hittills
skapade typer ligger. Detta universum kan inte vara element i sig sjélv, Ue U,
eftersom man da kan hérleda en paradox, Girards paradox. De typer som &r
element i U kallas for de sma typerna. Nédr man har skapat universumet kan
man skapa nya typer som baseras pa U, vilka da kan tolkas som pastaenden
som s#ger nagot om typerna i U. Dessutom kan man skapa ett nytt universum
som innefattar alla typer skapade med U och de olika typformerarna. Sedan kan
man skapa dnnu ett nytt universum, och sa vidare. Vi kommer dock endast att
anvinda det forsta universumet U.

Typen av sma typer Formeringsregeln ar helt enkelt:
U type
Alla sma typer ligger i U, vilket betyder att alla typer som har givits ovan ligger

i U (forutsatt att de typer de dr formade av ligger i U). Detta ger introduktions-
reglerna:

AeU BeU
N, N it
€U Ned A+ BeU
AeU B(z)eU[zeA] AelU B(z)eU[zeA]
(Ilze A)B(z)eU (BrxeA)B(x)eU

Om A ligger i U sa ér A ocksa en typ. Denna regel brukar kallas eliminationsregel,
fast den egentligen inte har nagra likheter med de andra typernas eliminations-
regler:

AeU

A type

Universumet saknar likhetsregler, eftersom eliminationsregeln inte ger upphov
till nagra.
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Med hjélp av U kan man nu skapa funktioner som tar ett objekt a € A och
ger en typ B(a), vilka da i sin tur kan anvéindas for att skapa nya II- och X-typer
eller for att bevisa pastaenden om naturliga tal.

En begrinsad variant av typen A + B kan definieras med hjilp av II, Nj
och U: Givet tva typer A € U och B € U, definiera C € Ny — U till att vara
C = An.casez(n, A, B). Da &r typen (Xz € Np)C(z) en ekvivalent variant av
A+ B, dir i(a) = (1,a) och j(b) = (2,b). Denna begriinsade disjunkta union
ar fullt tillracklig for vara behov i denna uppsats, sa déarfor behovs inte typen
A + B i nista kapitel.

7 En formulering av CZF i typteori

For att visa att teorin CZF &r konstruktiv gor vi en 6versittning till typteori
och visar att axiomen i CZF &r sanna i denna tolkning. De typer i typteori som
kommer att anvindas vid formuleringen av CZF &r:

1. (Ilz € A)B(x), typen av funktioner som tar objekt x i typen A och ger
objekt av typen B(x),

2. (Xx € A)B(x), typen av par bestaende av ett objekt x i typen A och ett
objekt av typen B(x),

3. N, typen av de naturliga talen,
4. N, de dndliga typerna med n element, och

5. U, det forsta universumet, vilket innehaller typerna N och N, och &r slutet
under II- och ¥-formering.

Typerna A— B, A x B och en begrinsad variant av A + B gar att definiera i
termer av de ovanstaende typerna. Av typerna N,, kommer vi endast anvéinda de
tre forsta: Ng, N; och Nz. Vi kommer inte att behéva nagon likhetstyp, varken
den extensionella eller den intensionella, inte heller typen (Wa € A)B(z) av
véilordningar eller trad 6ver A och B, vilka alla finns beskrivna i (Nordstrom
et al 1990).

Eftersom vissa relationssymboler finns bade i typteori och i CZF &r det pas-
sande att dndra utseendet pa nagra av dem sa att inga missforstand uppstar.
Darfor kommer i detta kapitel de méangdteoretiska relationerna inklusion, lik-
het respektive implikation att skrivas €, = respektive —. De typteoretiska
relationerna skrivs som vanligt.

7.1 Typen av CZF-mingder

Forst introducerar vi en ny typ V, typen av CZF-méngder. Informellt kan man
beskriva objekten i denna typ som par bestaende av en liten typ och en funktion
fran denna typ till typen V.

Denna typ V skulle d& innehalla samma objekt som typen (YA€ U)(A—V),
vilken bestar av par med en liten typ A € U och en funktion f € A — V. Nu
innehaller denna beskrivning typen V, och alltsa kan detta inte vara definitionen
av V.

Déremot kan V definieras med hjalp av typen av vélordningar W. Med hjéilp
av denna kan man definiera V till att vara (WAeU)A. Hir gor vi dock inte pa
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detta sdtt, utan anger formerings-, introduktions-, eliminerings- och likhetsregler
for typen V.

V-formering Det finns en typ V:
V type

De element som finns i V kallas fér méngder. Av de foljande reglerna framgar
att typen V inte &r en liten typ, dvs. den ligger inte i universumet U.

V-introduktion Givet en liten typ A och en funktion f som for varje element
i A ger en méngd, kan man skapa en méngd som bestdms av A och f:

AeU feA-V
set(A, f) eV

Typen A kallas for méngdens indextyp och elementen i A &r index for méangdens
element. Som vi ska se nér vi definierar likhetsrelationen, kan tva mangder som
beskrivs av helt olika indextyper och funktioner vara lika. Ett lite mer naturligt
skrivsétt for set(A, f) dr kanske { f(z)|x € A}. Anledningen till att vi inte
anvéander det séttet dr att det da ldtt kan bli missférstand nér man samtidigt
pratar om méngder och dess tolkningar i typteori.

V-elimination Antag att vi har en pastaendefunktion H som séiger nagot om
miéingder. Antag vidare att det finns en funktion som, givet en godtycklig méngd
och ett bevis for att H géller for alla dess element, ger tillbaka ett bevis for att
H géller for méngden sjalv. Da har vi ett bevis for att H géller for vilken méngd
a som helst:

acV

H(z) type [z €V ]

hX,y,z)eH(set(X,y)) [ XeU, ye X -V, ze(llze X)H (y(x))]
setrec(a, h) € H(a)

Funktionen A tar en indextyp X och en funktion y fran X till V, dvs. en méngd,
samt en funktion z som givet ett element i X ger ett bevis for att H géller
fér den motsvarande méangden, och ger ett bevis for att H géller for méngden
set(X,y). Denna regel ér i princip CZF-axiomet Méngdinduktion 6versatt till
typen V.

V-likhet Givet ett objekt pa formen setrec(a, h), sa kan funktionen h applice-
ras pa méngden a samt dess element rekursivt:

setrec(set(A, f),h) = h(A, f, \x.setrec(f(x),h))

Konstruktorn setrec kommer egentligen bara att anvindas vid tre tillfadllen, dels
for att komma at en mingds element, dels for att definiera likhets- och ele-
mentrelationerna, och dels for att bevisa axiomet Méangdinduktion. Overallt an-
nars anvinds endast de tva funktionerna for att komma at en méngds element,
vilka nedan kommer att definieras ur setrec.
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7.2 Att komma at en mingds element

Den viktigaste anvindningen av konstruktorn setrec &r nar vi ska definiera funk-
tioner som tar en méngd och ger dess indextyp respektive den funktion som
oversétter objekten i indextypen till méngder. Dessa funktioner skrivs T respek-
tive & for x €V, och dr av typerna V — U respektive (Ilz € V)(Z — V). Funktionen
a tar alltsa en méngd a = set(A, f) och ger indextypen A, medan funktionen a
ger funktionen f som resultat. Dessa funktioner definieras som foljer:

=4ef  setrec(a, \X y z.X)
=4ef  setrec(a, \X y z.y)

Qv QI

Att dessa definitioner ger korrekta resultat ses i féljande berdkningar:

set(A, f) = setrec(set(A, f), A X yz.X)
=AXyzX(A, f, Az.setrec(...)) = A
set(A, f) = setrec(set(A, f), \X y z.y)
= X yzy(A, f, \x.setrec(...)) = f

Ur dessa definitioner och berédkningar ser vi att {6r alla méngder a har set(a, a)
samma element som a, vilket méngdteoretiskt betyder att de &r samma méngd.

7.3 Spraket i CZF

Spraket i CZF &r intuitionistisk predikatlogik med endast en ickelogisk symbol,
€. For att kunna riittfirdiga axiomen i typteori, behdver vi en 6versittning. Alla
pastaenden som kan uttryckas i CZF maste ha en motsvarande typ i typteori.
For oversittningen definierar vi en operation |||/, som tar en formel ¢ i CZF
och ger Overséttningen i typteori. Vi definierar foljande:

1Ll = No

16 =Dl = llofl =[]l
I Al = lldll > [l
oV Pl = lloll + [l

IVz € ag(x)|| = (zea)|p(alx))||
13z € ag(2)|| = (Bzea)|¢a(z))|
IVzg(z)|| = (HzeV)ll¢(x)]|

Bz (z)[| = (ZzeV)|s)]

Nu inses ldtt att ||¢]| dr en liten typ sa fort ¢ dr en begrinsad formel. Detta
eftersom (Ilx € A)B(z) samt (Xx € A)B(x) &r sma typer néir A #r en liten typ
och B ér en familj av sma typer, och a dr en liten typ for alla méngder a enligt
den typteoretiska definitionen av méngder.

7.4 Likhet och element

De viktiga relationerna pa méngder dr extensionell likhet och element. Vi tar
fasta pa foljande tva fakta om likhets- och elementrelationen:

a=b — Vréa(zr€b)AVyEblyEa)
a€b < JyEbly=a)
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Utifran detta kan vi definiera 6verséittningen av dessa tva relationer i typteori:

la=bl  =4es (Mzea)|a(z)Eb| x (Myeb)|lb(y) € all
lacbll  =aer (Byed)lla=d(y)

Detta &r dock en 6msesidig rekursion, vilket inte direkt kan uttryckas i typteori.
Dérfor sitter vi in definitionen av € 1 definitionen av = :

la=bll =uer (Mzea)(Syeb)|alz)=b(y)| x (y€d)(Szea)|alz) =b(y)|

Detta &r nu en dubbel rekursion som inte heller ar direkt uttryckbar i typteori.
Den formella definitionen blir da |ja =b|| = F(a)(b), dér:

F(a) =4ef setrec(a, A f h.Ab. )
(I € A)(Sy € b)h(x) (b(y)) x
(Lly e b)(Sz e A)h(z)(b(y)) ) € V—U

Elementrelationen definieras som ovan i termer av den nyss definierade likhets-
relationen: - R
la€bll =aer (Zyeb)lla=b(y)l

7.5 Bevis av axiomen i CZF

Forutom att bevisa axiomens korrekthet i typteori, krdvs &ven att man bevisar
att likhetsrelationen #r en ekvivalensrelation. Detta #r dock ganska trivialt sa
vi lamnar detta, ett bevis finns i (Aczel 1978)). Axiomen repeteras i borjan av
varje bevis, for att underldtta lisandet och forstaelsen av bevisen.

Mingdinduktion

Vy(Ve €y dp(x) = ¢(y)) — Yed(x)

Antag att vi har ett bevis h av forledet. Det betyder att h &r ett objekt i typen
IVy(Vz € y d(z) = ¢(y))||- Enligt dverséttningen i sektion 7.3 &r da i en funktion
som tar ett y € V och ger en funktion fran typen (Ilx € §)|¢(gy(z))|| till typen
llo(y)]]. Men detta &r precis vad som kriivs av funktionen h i eliminationsregeln
for V, forutom den lilla detaljen att dér krdvs att méngden y ges med sina
komponenter § och §. Om vi da definierar funktionen h* som Ay g.h(set(y, 7)),
ser vi att kraven i eliminationsregeln uppfylls:

h(9,9,z) €llo(set(m,9)| [y€V, geg—V, ze(llzey)|o(H(x))]

Enligt eliminationsregeln kan vi nu, givet ett a €V, siiga att setrec(a, h*) dr ett
bevis for ||¢(a)]]. Men da &r Az.setrec(x, h*) ett bevis for ||Vze(x)]|, och slutligen
Ay x.setrec(x, y*) ett bevis for Méangdinduktion.

Begrinsad Separation
VaddVz(z €d < z€a A ¢(x))
Givet méngden a och den begrinsade formeln ¢(x) kan vi definiera méngden:

{reald(@)} =uer set(|Brcag@)], g)
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dir g(y) = a(fst(y)). Detta dr en korrekt definition av en méngd eftersom
Jz Eap(x) #r en begrinsad formel néir ¢(z) dr begrinsad. Da maste typen
|32 € a ¢(x)|| vara en liten typ enligt sektion 7.3. Denna typ bestar av par med
x € a som forstakomponent och som dessutom uppfyller ¢(z). Alltsa dr funktio-
nen g korrekt da den tar férstakomponenten ur ett par och ger den motsvarande
méngden.

Par
VYabdp(a Ep AbEP)

Givet méngderna a och b sa kan vi definiera det oordnade paret som:

{a,b} =4er set(No, f)

Funktionen f € N, — V uppfyller hir f(0) = a och f(1) = b, vilket ger att
f = Ax.cases(x,a,b).

Union
VaTJuVy € aVz € y(z € u)

Givet méngden a = set(A, f) sa kan vi definiera unionen som:

Ua —def S@t( (EZGA)f(Z), g)
Hir dr g((z,y)) = /(\:;)(y), dvs. g = Azf(Mz))(snd(z)) Att detta verkligen
motsvarar unionen ses pa foljande sitt: Den definierade méngden dr méngden

av alla f(z)(y) for alla mojliga par (z,y), dir x € A och y € f(x). Hér dr x ett
objekt i indextypen A, vilket gor att f(x) ér ett element i méingden a. Da ér y ett

objekt i indextypen till just det elementet, vilket i sin tur gor att f(x)(y) &r ett
element i ett element i a. Men eftersom den definierade méngden dr méangden av
alla mojliga sadana méngder, blir den méngden av alla element i nagot element
i a, dvs. unionen.

Oéndlighet
In(Fz(z€n) AVzEndyEn(z€y))

Méngden av de naturliga talen, IN, definieras med typen av de naturliga talen
som indextyp. Men det behovs dven en funktion f €N —V, som oversétter varje
typteoretiskt naturligt tal till motsvarande méngd:

f(0) =0
f(s(n)) = (F(n))*

Hér dr @ den tomma méngden, som kan definieras som set(Ng, caseg), och ™+
efterfoljaroperationen, definierad som brukligt enligt 2 U {«}. Funktionen f blir
da An.natrec(n, 0, \y x.z*). Med hjélp av denna funktion kan vi nu definiera
méngden av de de naturliga talen N till att vara:

N —def Set(Nvf)
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Utokad Substitution
Va(Vz € a3y (z,y) = Ib¢'(a, b))

Antag att vi har ett bevis for V € aTy ¢(z,y), dir a = set(A, f) dr en godtycklig
miéngd och ¢(z,y) en formel. Det betyder att vi har ett bevisobjekt A i typen
(Tlz € A)(Zy € V)|1o(f(x),y)||. Men detta objekt ér, enligt definitionerna av
II- och X-typerna, lika med Az.(g(x),) for nagot g € A —V och for nagot i €
llo(f(x), g(z))]]. Det betyder att g ér en funktion som tar ett objekt i indextypen
A och ger en méngd, och att ¢ dr beviset for att ¢ giller for denna méngd. Men da
inses att for ett givet « &r g(x) det y vi stker, och vi kan definiera bildméngden
b som:

b =4er set(A,g) = set(A, Az .fst(h(x)))

Att bevisa att denna méngd verkligen #r bildméngden &r att visa ¢’(a, b), vilket
i sin tur #r detsamma som att savil Vo € aJy € b ¢(x,y) som Vy € bz € a ¢(x, y)
géller. Men eftersom bade a och b har samma indextyp A, och det finns funktio-
ner f respektive g som givet ett index ger ett element i vardera méngden, och
dessutom da ||¢(f(x), g(x))| giller for alla x € A, sa maste dven ¢'(a,b) gilla.

Delmingd
Vab3pYu(Vx € ay €b ¢y (z,y) = IcEp ¢, (a,c))

Givna méngderna a = set(A, f) och b = set(B, g), sa kan vi definiera en funktion
he(A—B)—V:

h(z) =qer set(A, Az.g(z(x)))

Denna funktion ger alltsa bilden, i form av en delmingd till b, av en given
funktion z mellan indextyperna A och B. Samlingen av alla mojliga sadana
delméngder ar da en méingd av delméngder till b:

P =def Set(A— B, h)

Antag nu att vi fér en given mingd u har ett bevis for Va € ady €b oy (z,y).
Detta innebir att det finns ett objekt i typen (Iz € A)(Zy € B)||éw(f(x), 9(y)) |,
vilket da dr pa formen A\x.(s(x),t(z)) for nagot s och ¢. Men s dr ju en funktion
av typen A— B och dérfor ett objekt i indextypen till p. Alltsa dr ¢ = h(s) ett
element i méngden p, i sjdlva verket bildméngden till ¢,,.

For att visa att ¢ verkligen édr bildméngden till ¢,,, ska vi visa att ¢, (a,c)
ir sant, vilket ju dr detsamma som att visa att bade (i) Vo € ady € c ¢, (z,y)
och (ii) Vy € c3z €a ¢y (z,y) &r sanna. Pastaende (i) dr trivialt eftersom s(x)
ar just det y som far ¢, (z,y) att gélla enligt ovan. For pastaende (ii) later vi
y € ¢ vara givet. Men enligt definitionen av h sa dr detta y pa formen g(s(z))
for nagot x € A, och f(x) &r da ett element i a. Formeln som ska uppfyllas blir
nu ¢, (f(x),g(s(x))), vilket ju &r sant enligt ovan.

Dérmed har vi visat att det fér varje u finns en bildméngd av ¢, som ligger
i méngden p.
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8 Diskussion

I denna uppsats har visats hur man genom att férindra nagra axiom i den
klassiska méngdteorin ZF kan fa en konstruktiv variant CZF. Dessutom har det
konstruktiva i teorin visats genom tolkning in i Martin-Lofs typeori.

I detta avslutande kapitel gas kortfattat igenom nagra fragor som kan stéllas
om konstruktiv méngdlira i allménhet, och CZF i synnerhet.

8.1 Urvalsaxiom 1 CZF

Urvalsaxiomet séger for en given relation R att om det for alla x finns ett y som
gor att relationen &ar uppfylld, sa finns det en urvalsfunktion f som gor att x
och f(x) uppfyller relationen. Formellt blir det, givet en relation R s& giller:

Vaedy(zRy) — If Vz (xR f(x))

I klassisk Zermelo-Fraenkel brukar man ofta ldgga till detta eller ndgot liknande
axiom. Den teori som da uppkommer brukar kallas fér ZFC (efter det engelska
”Axiom of Choice”).

I typteori kan en variant av urvalsaxiomet bevisas, vilket betyder att det gar
att hitta ett objekt i typen:

(MMxe A)(XyeB)C(x,y) —» (Xfe A—B)(Tle € A)C(x, f(x))

Det innebér att det finns ett bevis for motsvarande pastaende, och alltsa &r
urvalsaxiomet bevisbart i typteori.

Déaremot &r inte urvalsaxiomet konsistent med CZF. Anledningen till detta
ar att extensionalitet tillsammans med urvalsaxiomet medfor lagen om det ute-
slutna tredje, vilket visas i t.ex. (Beeson 1985)). En viktig fraga blir da hur starka
urvalsprinciper man kan tillféra utan att CZF blir icke-konstruktiv eller impre-
dikativ. De vanligaste forslagen dr "Countable Choice” och "Dependent Choice”,
vilka bada i princip séger att urvalsprincipen géller for vissa méngder, t.ex. de
naturliga talen. I (Aczel 1982) diskuteras vilka urvalsaxiom som &r konsistenta
med CZF, samt hur de resulterande utvidgningarna kan tolkas i typteori.

8.2 En mdjlig utvidgning av CZF

I (Aczel 1986) diskuteras en ersittning av axiomet Delméngd, som kallas Regul-
jér Extension. Detta axiom gor CZF till en strikt starkare teori CZF ™. Axiomet
ar nodvandigt for att kunna definiera méngder induktivt, vilket &r vanligt i savél
klassisk som konstruktiv matematik.

For att tolka detta nya axiom i typteori, behdvs dven typen (Wz € A)B(z) av
vilordningar eller triid éver typerna A och B. Denna typ beskrivs i t.ex. (Nord-
strom et al 1990), dér det dven beskrivs hur man definierar de &ndliga typerna
samt de naturliga talen med vélordningar. Detta betyder att det rdcker med
typerna (Ilxr€ A)B(x), (Xx€ A)B(z) och (Wx € A)B(x), samt universumet U.

8.3 Bevisteoretisk styrka

En viktig fraga ar hur starkt ett system &r. Vi har i kapitel 7 visat att CZF kan
tolkas in i MLVU, vilket star for Martin-Lofs typteori med ett universum samt
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typen V av mingder. Enligt ovan kan éven den utékade teorin CZF™ tolkas in
i typteori, fast d& i MLWU déar W star for att typen av vélordningar dven &Ar
med. Detta betyder att typteori med ett universum &r bevisteoretiskt minst lika
starkt som konstruktiv méngdteori.

Fragan man genast stéller sig &r huruvida typteori &r starkare eller lika stark
som méangdteori, dvs. om typteori kan tolkas in i méngdteori. Svaret pa den
fragan &r nekande, men ett néstan lika bra resultat visas i (Aczel 1998)).

Forst visas att MLW, dvs. typteori med vélordningar men utan universum,
kan tolkas in i CZF". Sedan att man kan tolka MLWU i CZF " utokat med ett
extra axiom som garanterar existensen av en ouppnaelig méngd enligt (Griffor
et al 1998). Detta system, som vi kan kalla CZF*u, kan i sin tur tolkas in i
MLWUs,, dvs. typteori med tva universa. MLWUj, kan vidare tolkas in i CZF T uy
som kan tolkas in i MLWUg etc. ett upprékneligt antal ganger.

Slutligen visas att systemen CZF"u, och MLWU,, kan tolkas in i varandra,
dir CZF T, #r CZF' med ett uppriinkeligt antal ouppnaeliga mingder, och
MLWU,, ar Martin-Lofs typteori med ett upprékneligt antal universa.

Till sist, eftersom Aczels tolkningar av méngdteori i typteori sker utan vare
sig intensionell eller extensionell likhet, medan det &r typteori med extensionell
likhet som tolkas i méngdteori, sa betyder det att féljande teorier har samma
bevisteoretiska styrka:

e CZF*u,, = konstruktiv mingdteori med ett upprikneligt antal ouppnae-
liga méngder

e MIWU, = Martin-Lofs typteori med ett uppriakneligt antal universa
e MLWU, med extensionell likhet

8.4 Ar mingdteori konstruktiv?

En fraga som konsekvent har undvikits i uppsatsen &r fragan om méngdteori
verkligen &r ett konstruktivt sitt att gora matematik pa. Ett svar dr att eftersom
CZF kan tolkas in i typteori sa &r teorin konstruktiv. Men fragan kvarstar:
ar det egentligen sa hir man vill géra matematik sasom varande konstruktiv
matematiker? Till syvende och sist blir det en fraga om personlig instillning.

Mitt personliga svar blir nog att det hela dr en eftergift at den klassiska ma-
tematiken — all klassisk matematik gors enligt Zermelo-Fraenkels méangdteori,
och alltsa kan man i manga fall helt enkelt Gverséitta de klassiska teoremen till
en motsvariget i CZF. For att hardra det sa blir CZF ett system for de kon-
struktiva matematiker som tycker att det klassiska séttet att gora matematik &r
att foredra. Det vill sdga for de matematiker som &r konstruktivister i tanken
men inte i sjilen.
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