
On the Linear Boltzmann Equation with Rough Granular
Collisions and Spin
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INTRODUCTION

�
� �����	 ��������� �������� �
 �	�������� �
�� ��	 ���
�������� ��������� �� �
�
��
� ,���� ��	 ��
�	����� �
�
����	�� ��
�	������� �� 	�����	 �
�
��
� ��� -*./-$.0� 1� ��	 ��	���	 ����	
 -'./-2. �� 
� � 
������ �
� �����	 ���������
�������� ,�����	��� �	�� �
� �����	���� ��������0� ���
 �� �
� ������	 ������� ��
� ��� �
� ��fi���� 	���� ��
�� ��	 �
�������� f(x,v, t) 	��	�
������ �
� ��
�	������� �� ��	�����
 ���
 ��

 m ����	����� ���
��� ����	� �����
��� ���
 ��
�	
��	�����
 ���
 ��

 m∗ ��� ���
 � �� �� ,3����0 ��
�	������� �������� Y (x,v∗)� 1� 	����� ���	
 �
�	� 
�
 ���� �

����fi���� ����	�
� �� �
� 
���� �� 3������ �����
 ��	 �	�����	 fl��
� ��
��� ���
 �
� ���������	 ��������� ��������4

�� 	��� -(. ��	 �� � �	 ���� ���
 ���� ��	�
�	 	���	����
� ��� ��
� -5./-6.� 7�	 ����	
 -*".�-*'. ���
���	 �
� �����
��������� ��� �
� 
�������	� �����	 ��������� ��������
 ��	 �����
��� ,�	�����	0 �����
���
� ��� ����	
 �� �
� ������	
������� ��
�� ��� �
� ����	 -*%. 
�����
 �
� ,�	�����	0 ��fi���� 	���� ��
��

�
� ��	��
� �� �
�
 ����	 �
 �� ����	����� ��	 ��	���	 	�
���
 �� �
� ��
� �� 	���
 �	�����	 �����
���
 ���
 
���� ���
-*2.�-*5.� ,��	 ������
� 
�� ��	 ��	���	 ����	
� ���� -*".�0

8� �� ���� 
���� �����
���
 ������� ��	�����
 ���
 ��

 m ��� ��	�����
 ���
 ��

 m∗� 
��
 �
�� �������� �

���
�	 ��� mv+m∗v∗ = mv

′+m∗v
′

∗
, �
�	� v,v∗ �	�  ��������
 ����	� ��� v

′,v′
∗
�	�  ��������
 ����	 � �����
����

��� 
��
 �
�� ��
� �
� ������	 �������� ��	 �
� ��� ��	�����
 �	� ���
�	 ��� ��� -*2.�-*5.�
1� �
� ���
��� ��
�� �
�	� ��
� 3������ ���	�� �
 ���
�	 ��� ��� fi��
 �
�� �
�  ��������
 ����	 � ����	� �����
���

��	������ �� ��� �������	�� 
�
�	�
� �� ����	� * �� -'.�
1� �
� �	�����	� �����
��� 	���
 ��
� �� �

��� �
� ��������� 	������� ������� �
� 	����� �  ������� ���������


��	��� �� � ����� �� ������� �� �
� ��� ��	�����
�

w
′ ·u=−a(w ·u), ,*0

�
�	� a �
 � ���
����� ������ �
� ��	��� 	�
�������� ����fi������ 0< a≤ 1� ���w= v−v∗,w
′ = v

′−v
′

∗
�	� �
� 	����� �

 ��������
 ����	� ��� ����	 �
� �����
���� ��� u �
 � ����  ����	� ���
 a= 1 �� �
� ���
��� ��
��
��	�
�	��	�� �� �
� 	���
 �	�����	 ��
�� �
�  ����	 �	����� 
���
fi�
 �
� 	�������

w
′×u=−b(w×u) ,#0

���
 �
� ���������� 	�
�������� ����fi����� b� −1 ≤ b≤ 1� �
�	� b = −1 ��	 
����
 �����
���
� 9�� ��
� �
� ����  ����	
u �� �� �� �� 
�
�	���� ���	������
�

u= (sinθ cosφ,sinθ sinφ,cosθ), 0≤ θ ≤ π/2, 0≤ φ < 2π. ,$0

1� �
� ��
� �� 
�	� 
�
�	� �����
���
� ��� -*5.� ���
 ��	 
��������� ����� ��

�
m∗ =m� �
�� �
� �	�������
����� �������
 ��������
 �	�

ṽ = v−u× s, ṽ∗ = v∗+u× s∗ ,'0
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��� �
� ��		�
������� 	����� �  �������
w̃ =w−u× (s+ s∗) ,%0

���
 
���  ����	
 s = ρω,s∗ = ρω∗� �
�	� ω,ω∗ �	� �
� ������	  �������  ����	
 ��� ρ �
 �
� 	����
 �� �
� 
�
�	�
�
�
�� �
� ��
�������
�����  ��������
 ���� ��� ��� -*2.�-*5.�

v
′ = v−δ v

′

∗
= v∗+δ, ,20

�
�	� mδ �
 �
� �����
� �� ��	����� * �� ��	����� #� 
� �
� ��
�������
����� 	����� �  ������� ��� ������� 	����� �
 ��������
 �	�� ��� -*5.� w′ =w−2δ ���

w̃
′ = w̃−2δ+

2

κ
(u× (u×δ)) ,(0

���
 � ���
���� κ= 2/5 ��	 
�
�	�
 ���
 �����	� ��

�
� 7�� fi��
� ��� -*5.� �
��

δ = ã(w ·u)u+ b̃(w− (w ·u)u−u× (s+ s∗)) ,50

���
 ���
����
 ã= (1+a)/2, b̃= κ(1+b)
2(κ+1) � ��� fi����� ��	 �
� ��	��� ��� ���������� 	����� �  ��������
 ����	 ��� ����	�

�����
���� �
��
u · w̃′ =−ã(u · w̃), u× w̃

′ =−b̃(u× w̃). ,60

:�	�� �	� �� �� �
���� ��������
 ��� ��� ′v,′v∗ �� �
�  ��������
 ����	�� ��� v,v∗ �
�  ��������
 ����	 � ����	�
	���
 �����
��� �����
���� �
�� �� ,50

′
v = v− δ̄

′
v∗ = v∗+ δ̄, ,*"0

���

δ̄ =

(1+a)

2a
(w ·u)u+

κ(1+ b)

(κ+1)2b
(w− (w ·u)u−u× (s+ s∗)) , ,**0

��� -*5.�

PRELIMINARIES

;� ���
���	 �
� �������������� �	��
��	� �������� ��	 � ��
�	������� �������� f(x,v,s, t)� ��������� �� � 
����
 �	����� x = (x1,x2,x3) �� � ������� ��� �< ���� D ���
 ,��������
�0 C1�������	� Γ = ∂D� ��� ��������� �� �
 �������  �	����� v = (v1,v2,v3) ∈ V = R

3� � 
���  �	����� s= (s1,s2,s3) ∈ S� ��� � ����  �	����� t ∈ R+� �
�� �
�
�����	 ��������� �������� �
 �� �
� 
�	��� ��	�

∂f

∂t
(x,v,s, t)+v ·�	��

x
f(x,v,s, t) = (Qf)(x,v,s, t),

x ∈D, v ∈ V = R
3, s ∈ S, t ∈ R+,

,*#0


����������� �� ������� ����
f(x,v,s,0) = f0(x,v,s), x ∈D, v ∈ V, s ∈ S. ,*$0

�
� �����
��� ��	� ���� �� �
� ��
� �� �����
��� ,�	�����	0 �����
���� �� �	������ ��� -(./-*#.�

(Qf)(x,v,s, t) =

∫
V

∫
S

∫
Ω

[
Ja,b(θ,w)Y (x,′v∗,

′
s∗)f(x,′v, ′s, t)−Y (x,v∗,s∗)f(x,v,s, t)

]
B(θ,w) dv∗ds∗dθdφ

,*'0
���
 w = |v−v∗|� �
�	� Y ≥ 0 �
 � 3���� ��
�	�������� B ≥ 0 �
 �� �� �� �
� �����
��� �	���

� ��� fi����� Ja,b �

� �����	 ��������� �� �
� �	�����	 �	���

 ,��� �� ��� ��

 ���
�	 ������ �� �
� ���� ��� �
� ��

 �����	��
 ��� �	��

���	�����0� ��	�
�	��	�� ′v� ′v∗ �� ,*"0 �	� �
�  ��������
 ����	� ��� v� v∗ �
�  ��������
 ����	 �
� ����	� �����
���� ���
,*"0�,**0� ��� Ω = {(θ,φ) : 0 ≤ θ < θ̂, 0 ≤ φ < 2π} 	��	�
���
 �
� ������ ������ �
�	� θ̂ < π

2 �� �
� ������	 �������
��
�� ��� θ̂ = π

2 �� �
� ��fi���� 	���� ��
�� �
� �����
��� �������� B(θ,w) �
 �� �
� �
�
������ ����	�
���� ��
� ���

�� �	
� 3��
 ����	 �����
��� ��	��
 �� �� ��

B(θ,w) = b(θ)wγ , γ =
k−5

k−1
, w = |v−v∗|, ,*%0
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���
 
�	� ��	��
 ��	 k > 5� :�<������� ��	 k = 5� ��� 
��� ��	��
 ��	 3 < k < 5� �
�	� b(θ) 
�
 � ���������	����

������	��� ��	 θ = π

2 � �� �	��	 α = −(k+1)/(k− 1)� ��� �� �
� ��
� �� 
�	� 
�
�	� �����
���
� �
�� ,��	 γ = 10 �
�
�����
��� �������� �
 �� �� ��

B(θ,w) = �
	��& w sinθ cosθ ,*20

8� �� �
� ������	 ������� ��
� ��� ��� �
��
� θ̂ < π
2 � ��� �
�� �
� ���� ��� �
� ��

 ��	�
 ��� �� 
���	����

(Qf)(x,v,s, t) = (Q+f)(x,v,s, t)− (Q−f)(x,v,s, t), �
�	� �
� ���� ��	� ��� �� �	����� ,���
 � 3�	��� Ka,b0

(Q+f)(x,v,s, t) =

∫
V

∫
S

Ka,b(x, ′v, ′s→ v,s)f(x,′v, ′s, t) d ′vd ′s, ,*(0

��� �
� ��

 ��	� �
 �	����� ���
 �
� �����
��� �	������� L(x,v,s) �
 (Q−f)(x,v,s, t) = L(x,v,s)f(x,v,s, t). 1� �
�
��
� �� ������
�	���� ���� �� 
� � �
�� L(x,v,s) =

∫
V

∫
S Ka,b(x,v,s→ v

′,s′) dv′ds′. ��	�
�	��	�� �������� ,*#0
�
 �� �
� 
�������������� ��
� 
����������� �� , ����	��0 ������	� ���������


f−(x,v,s, t) =

∫ ∫
|n · ṽ|

|n ·v|
R(x, ṽ, s̃→ v,s)f+(x, ṽ, s̃, t)dṽds̃,

n ·v < 0, n · ṽ > 0, x ∈ Γ = ∂D, t ∈ R+, s ∈ S, s̃ ∈ S,

,*50

�
�	� n = n(x) �
 �
� ���� �����	� ��	��� �� x ∈ Γ = ∂D� �
� �������� R ≥ 0 
���
fi�
 ,�� �
� ������
�	����
������	� ��
�0

∫
V

∫
S R(x, ṽ, s̃→ v,s)dvds ≡ 1, ��� f− ��� f+ 	��	�
��� �
� ������� ��� �������� �	��� ��������


��		�
������� �� f � 1� �
� 
������	 	�fl������ ��
� �
� �������� R �
 	��	�
����� �� � &�	�� ���
�	� R(x, ṽ→ v) =
δ(v− ṽ+2(n · ṽ)n)� ��� �� �
� �����
� 	�fl������ ��
� R(x, ṽ→ v) = |n ·v|W (x,v) ���
 
��� �� �� ��������W ≥ 0�
,���� :�<������� ��������0�

9�� tb ≡ tb(x,v) = infτ∈R+
{τ : x− τv /∈ D}� ��� xb ≡ xb(x,v) = x− tbv� �
�	� tb 	��	�
���
 �
� ���� ��	 �

��	����� ����� ���
  ������� v �	�� �
� ������	� ����� xb �� �
� ����� x�
�
��� �
��� �����	��������� ����� �
� �
�	����	�
���
� �������� ,*#0 ��� ��	����� �� �	��
��	��� �� � ���% ���������

��� ��
� �� �� �'�
	�	���� ��	� �� �������� �� �
� ������	 ������� �	 
�	� 
�
�	� ��
�
�

CONSTRUCTION OF SOLUTIONS

;� ���
�	��� L1�
�������
 �� ��	 �	�����
 �
 �����
 �� ���	��� ��������
 fn� �
�� n→∞� 9�� fi	
� f−1(x,v,s, t)≡
0� �
�� ��fi�� ��	 �� �� fn−1 �
� ��<� ���	��� fn, n≥ 0� fi	
� �� �
� ������� ������	� ,�
��� �
� ���	��	���� ������	�
���������0� ��� �
�� ��
��� D ��� �� �
� �������� ������	� ,�
��� �
� �<��������� ��	� �� �
� ��������0�

fn
−
(x,v,s, t) =

∫
V

∫
S

|n · ṽ|

|n ·v|
R(x, ṽ, s̃→ v,s)fn−1

+ (x, ṽ, s̃, t)dṽds̃, ,*60

fn(x,v,s, t) = f̄n(x,v,s, t)exp
[
−

∫ t

0

L(x−ηv,v,s)dη
]

+

∫ t

0

exp
[
−

∫ τ

0

L(x−ηv,v,s)dη
]∫

V

∫
S

Ka,b(x− τv, ′v, ′s→ v,s)fn−1(x− τv, ′v, ′s, t− τ) d ′vd ′sdτ,

,#"0

�
�	�

f̄n(x,v,s, t) =

{
f0(x− tv,v,s), 0≤ t≤ tb,
fn
−
(xb,v,s, t− tb), t > tb.

,#*0

9�� ��
� fn(x,v,s, t) ≡ 0 ��	 x ∈ R
3 \D� =�� �� ��� � 
�	��� �������
� ������������ ������ fn(x,v,s, t) ≥

fn−1(x,v,s, t)� �
��
 �
 �

������ ��� ��� �� �	� �� �� ����������
�
��� �� �����	��������� ����� �
� �
�	����	�
���
 ��� �����	����� ,���
 >	���?
 ��	����0� �� fi�� ,�
��� �
� �����

����
 ��� �� ��� -*".0� �
�� ∫
D

∫
V

∫
S

fn(x,v,s, t) dxdvds ≤

∫
D

∫
V

∫
S

f0(x,v,s) dxdvds, ,##0
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� 9� �?
 �
��	�� ,�� �������� ��� �	�����0 �� �
 �<�
����� �� ,����0 L1�
�������


f(x,v,s, t) = lim
n→∞

fn(x,v,s, t) ,#$0

�� ��	 �	����� ���
 	���
 �	�����	 ��
�
 ,����
� �� �
� 
��� ��� �
 ��	 �
� ���
��� �����
��� ��
�0� ��	�
�	��	�� ��
L(x,v,s)f(x,v,s, t) ∈L1(D×V ×S)� �
�� �� ��� �������� �� ,##0 ��	 �
� ����� �������� f � �� ��� ��

 ���
�	 �����
�����
�	 ���
 ��������

 �� �
� 	��� ��� �������� 
���� ,�� -'./-2.� -*".� -**.� ��� ��
� �	���
����� $�$� �
����	 ** ��
-$.0�

Theorem 1. (�'����	��)
*��+�� �
� �	������� �
+�
 ���	+��� �
�����
	� (
� ������� �
�����
	�) �
�� �
� �+	���
	 B �� ����	 #� (� )� 
� (�,) $��

�	�+��� �+��
��� �	% �
�� Ka,b� L �	% R ��� 	
	�	�������� ����+��#�� �+	���
	�� �+�
 �
�� L∈L1

�
�(D×V ×S)& �
�	
�
� ����� f0 ∈L1(D×V ×S) �
��� �'���� � ���% L1��
�+��
	 f(x,v,s, t) �
 �
� ��
#��� (��)�(��) $��
 (�-)� ��������	�
�
� �
�����
	%�	� �	�.+����� �	 (��)& /+��
���
��� �� Lf ∈L1(D×V ×S)� �
�	 �.+����� 

�%� �	 (��) �
� �
� ������	�
�+	���
	 f � ����	� ���� �
	�������
	 �
���
�� $��
 +	�.+�	��� �	 �
� ������	� �+	���
	 �����&

0����1 � �
� �

������� Lf ∈ L1(D×V ×S) �
� ��	 ��
������ 
���
fi�� ��	 �
� 
������� f �� �
� ��
� �� 
�	�
�� �	
� ����	 ��	��
 �	 
�	� 
�
�	� �����
���
� �����
�	 ���
 ���� 
������	 �	 �����
� ������	� 	�fl������
� �
�
 ������

�	�� � 
�������� �� ������ ���������

 ,�� ����0 �� 
��
�	  ������� ������
� ,��� -*#. ��� -*'.0� ��� 
�� ��
� �
�
	�
���
 �� �
� ��<� 
�������

0����1 � �
�	� 
���
 ��
� �� �
� �	�����	 �����
��� �����
��� ��
� �� 2��
�
��� ��	 � ����	�� 	����� � ���	���
,9������ 0 ����������� �� -2.�

HΦ
F (f)(t) =

∫
D

∫
V

∫
S

Φ
(f(x,v,s, t)

F (x,v,s)

)
F (x,v,s) dxdvds, ,#'0

�� ��� �
�� �
�
 !����������� �
 �������	��
��� �� ����� �� Φ = Φ(z), R+ → R� �
 � ��� �< C1���������� ��� �� �
�	�
�<�
�
 � ��		�
������� 
�������	� 
������� F (x,v,s) ���
 �
� 
��� ����� ��

 �
 �
� ������� ���� f0(x,v,s)4 ��� �
��	��
%�* �� -*".� �� �
��� �
�
 !����������� ��� ��� �	� � �
�� � �	� �������������� 
������� f(x,v,s, t) ��� �	��
 �� �
�
��		�
������� 
�������	� 
������� F (x,v,s)� �
 ���� ���
 �� ��fi����4 ��� ����	3 %�* �� -*". ��� ��	�
�	 	���	����
�

BOUNDEDNESS OF HIGHER VELOCITY MOMENTS

1� �
�
 
������ �� ���� ����	����� � 	�
��� �� ������ ���������

 �� 
��
�	  ������� ������
 �� �
� ��
� �� 	���

�	�����	 �����
���
 ���
 
�	� ���������
 �	 
�	� 
�
�	�
� �
�� �� 
��	� ���
 
��� ,���0  ������� �
������
 ��	 � ����	�
�����
���� ��� ��
� �� � �
� ��		�
������� ������ �
������
� ��� �	���
�����
 *�* ��� *�# �� -'.�

Proposition 2. 3� v �	% v
′

a(θ,φ) ��� �
� ���
������ #��
�� �	% ����� � (���	+���) #�	��� �
�����
	� �
�	� $��
 w =
|v−v∗|�

|v′a(θ,φ)|
2−|v|2 ≤ 2(a+1)

m∗

m+m∗

wcosθ

[
3|v∗|−

m

m+m∗

|v|cosθ

]
.

Proposition 3. 3� σ > 0� �
��� �'��� �
	���	�� c1 > 0� c2 > 0 (%���	%�	� 
	 σ� m� m∗ �	% a) �+�
 �
��

(
1+ |v′a(θ,φ)|

2
)σ/2

−
(
1+ |v|2

)σ/2
≤ c1wcosθ

(
1+ |v∗|

)max(1,σ−1)(
1+ |v|2

)σ−2
2 − c2wcos

2 θ
(
1+ |v|2

)σ−1
2 .

�� �
��� �
�
� �	���
�����
 �� 
� � ��	���	 ��� 	�
���
 �� ���������

 �� 
��
�	  ������� ������
 ��	 
�	� �� �	
�
�����
��� ��	��
� 0≤ γ < 1� ��� ��
�� �� �
��� � @��
�� ���������� �� ��� �
� ��������
 	�
���
 ��	 
�	� 
�
�	� �����
���
�
γ = 1� �� �
� 
�������������� ��
� ���
 ���� 
������	 �	 �����
� 	�fl������ ������	��

;� 
��	� ���
 �� ��������	� ����� ,�
�� �� �
� �
��	�� �����0 ��	 �
�  ��������
 �� � ����	� �����
���� �
�	�
v = |v|� v∗ = |v∗|� ��� w = |w|� ��� -*".�

Lemma 4. /
� γ ≥ 0 �� 

�%� �
��−wγ+1≤ (1+v∗)
γ+1−2−γ(1+v2)

γ+1
2 � $
���w= v−v∗ �� �
� �������� ���
����&
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1� �
� ��
� �� 	���
 �	�����	 �����
���
 ���
 
�	� 
�
�	�
� �
�� �
� �����
��� �
���� �� ����� ,�	��
�������� ���
	���������0 3������ ���	��� ���� ������ �� �	��	 #� �
 �� �� ��� ��� -*5.�ΔE = E′−E =ΔEtr +ΔErot� �
�	�

ΔEtr =−
m

4
(1−a2)(u ·w)2 ,#%0

���
ΔErot =−

m

4

κ(1− b2)

1+κ
(w−u× (s+ s∗)− (w ·u)u)

2 ,#20

���
 �
� ����� ���	��

E =
m

2
v2+

m

2
v2
∗
+

I

2
ω2+

I

2
ω2
∗
,

�
�	� s= ρω �
 �
� 
���  �	����� ,��� I �
 �
� ������ ���	���0�
�
�� �
� ����� ���	�� �
���� �� � �����
��� �
 ��

 �	 ����� �� �
� �
���� �� �	��
�������� ���	���ΔE ≤ΔEtr� 
� ��

���� 
���� ���������

 �� 
��
�	  ������� ������
� �����
�ΔErot ≤ 0�
=�� �� ��� ��	������ ��	 ���� 	�
��� �� ������ ���������

 ,�� ����0 ��	 
�	� ���������
 �	 
�	� 
�
�	� �����
���
�

���� ���
 0 ≤ γ ≤ 1� �� �
� ��
� �� 	���
 �	�����	 �����
���
� �����
�	 ���
 �����
� �	 
������	 	�fl������ ������	�
���������
� �� �
� ��������� �
��	��� A����	� �
��	�� '�* �� -'. ��	 �
� ��
� �� 
�	� �� �	
� ��	��
�

9�� �
�  ������� ������
 ,��	 �
� ���	��� fn0 �� ��fi��� ��

Mσ(t)≡Mn
σ (t) =

∫
D

∫
V

∫
S

(1+ v2)σ/2fn(x,v,s, t)dxdvds, ,#(0

��� ��� ��
� ,��	 
���������0 �
� 
���  �	����� �� ��������

Theorem 5. *��+�� �
� �
+�
 ���	+��� �
�����
	� $��
 
��% �
��	����� 
� 
��% ��
����� 0 ≤ γ ≤ 1� �
�� �
� �+	���
	
B(θ,w) �� ����	 #� �.+���
	 (�,) 
� (� )� �	% �+��
�� �
�� �
� �+	���
	 Y (x,v∗,s∗) �����fi�� �
� �
��
$�	� �
	%���
	�4∫

V

(1+ v∗)
γ+max(2,σ) sup

x∈D
Y (x,v∗,s∗)dv∗ <∞

∫
V

inf
x∈D

Y (x,v∗,s∗)dv∗ > 0.

(�-)

5�� �
� #
+	%��� �
	%���
	� (�-) #� ����	 #� ����+��� 
� %���+�� (��'$���) ��fl����
	�&
�
�	 �
� 
��
�� ���
���� �
��	�� #��
	��	� �
 �
� ���% �
�+��
	 f(x,v,s, t) ����	 #� (�6) ��� ��� #
+	%�% (��
#����

�	 ����)� ∫
D

∫
V

∫
S

(1+ v2)σ/2f(x,v,s, t)dxdvds ≤ Cσ <∞, σ > 0, t > 0, 0< a≤ 1, −1≤ b≤ 1 (��)

�� (1+ v2)σ/2f0(x,v,s) ∈ L1(D×V ×S)� �	% �
� ���	 �����#�� s ∈ S �� #
+	%�%&

�1���
 
� ��

�4 8��	� �	�� �
� ��fi������ �� �
� ���	��� �������� fn(x,v,s, t) �� ��������
 ,*60�,#*0� ��� �����	�������
����� �
� �
�	����	�
���
� �
��� �
� ��		�
������� ���� ��	� �� �
� ��������� ��� �
�� �������� �� (1+ v2)σ/2� �
�	�
v = |v|� σ > 0� A��������� �� �
� 
��� �����	 �
 �� ��	 ��	���	 ����	
� 
�� -*#. ��� -*'.� �
�	� �� �
�� � @��
��
���������� �� �
� ��
� �� 
�	� 
�
�	�
 ,��	 γ = 10� �
�� �
� �
��	�� ������
� �� n→∞�

CONCLUSIONS

1� �
� ����	 �� ����	����� ��	 ��	���	 	�
���
 ��	 �
� ��������� �������� �� ���
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����
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��� ,��
��� �����	��� ��	�����
0 �� �
� ��
� �� 	���
 �	�����	 �����
���
 ���
 
���� )
 � ���3�	���� �� fi	
� 
���� 
�	� 
�
�	�
�����
���
� ��� 	��� -*2.�-*5. ��	 ������
� 1� ��	 ���
�� ���
�	������ �� ���	��� ��������
� ��� ,*60�,#*0� �
 �

�������
�� ��� � ������������ ������ �
��
 ��� �� �	� �� �� ���������� �
�� �� ��� �� �<�
����� 	�
��� ��	 ��	 �����	
��������� �������� ���
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��	��
0 �
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